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Abstract 
Kirchhoff migration and demigration are not only two of the most important tools for 
seismic processing, but also form the basis for the solution of various other imaging problems. 
However, when applied in tlrree dimensions, they are exccendingly expensive processes in 
laterally inhomogeneous media due to the intense numerics required. This fact motivated 
us to investigate the operations of Kirchho:ff-type migration and demigration for simpler 
types of media with the aim of obtaining fast and inexpensive results that can be used 
as an approximation in more realistic media. A useful situation for the realization of these 
processes with less computational effort is the so-called 2.5D medium. In such a medium: the 
describing parameters vary only in 2D. Ali propagation effects, in particular the geometrical 
spreading along the rays, maintain their 3D character, being computed, however, using 
2D modeling procedures as, for example, ray tracing. In this way: one can establish the 
complete 3D true-amplitude migration and demigration operations, as well as other image 
transformations, using only a 2D description and, consequently, 2D computational costs. 
In media where the parameters depend only on the depth coord.inate (lD situation), the 
imaging operations require only the solution o f certain integrais o f a .semi-analytic character ~ 
which can be implem.ented in a fast and precise way. For some specific velocity distributions, 
analytic expressions are derived for the stacking lines and weight functions of migration and 
dernigration. For these model.s, the performance of the di:fferent imaging algorithms are 
oomputationally very e:fficient. In this way, we have elaborated a set of cases that are of 
great value not only for the approx:imate, fast application in realistic media but also for the 
validation of im.plementations in more complex situations. In this work, we study se\.'eral 
of these models, thus obtaining explicit or semi-anal;ytic expressions for the corresponding 
migration and demigration algorithms and their combinations, namely the oonfi.guration 
transform and remigration. 
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Resumo 
A migração e demigração de Kirchhoff são: não apenas duas das mais importantes fer-
ramentas para o processamento sfsmico, mas formam, também, a base para a solução de 
vários outros problemas de imageamento. Em 3D. o uso destas ferramentas em meios não 
homogêneos torna-se dispendioso devido aos requisitos numéricos e computacionais exigidos 
para a sua aplicação. Este fato motivou-nos a investigar as operações de migração e demi-
gração de Kirchhoff para meios mais simples visando com isto obtermos resultados rápidos 
que possam ser utilizados como aproximação em meios mais realistas. Um meio bastante 
conveniente para obtenção de resultados com baixo esforço computacional é o chamado meio 
2.5D. Neste meio, a propagação de ondas é 3D, mas os parâmetros que o descrevem são 2D. 
Nesta situação, o traçamento de raios em 2D é suficiente para a descrição dos efeitos da 
propagação em 3D: em particular do espalhamento geométrico. Isto possibilita o completo 
estabelecimento das operações de migração: demigração, bem como de outras transformações 
de imagens em verdadeira amplitude. Num meio em que os parâmetros dependem apenas 
da coordenada em profundidade (situação lD), as operações de imageamento necessitam 
apenas da solução de certas integrais de carater semi-analítico, as quais podem ser imple-
mentadas de maneira rápida e precisa. Para certos casos particulares de distribuições de 
velocidades, fórmulas analíticas são obtidas para as curvas de empilhamento e funções peso 
para a migração e dernigração. Para estes modelos, os diversos algoritmos de imageamento 
apresentam desempenho computacional bem eficiente. Desta forma, pode ser estabelecido 
um conjunto de casos de que são úteis na ·validação da implementação em situações mais 
complicadas. Neste trabalho estudamos vários destes modelos, obtendo expressões e."Cplícitas 
ou semi-analíticas para os correspondentes algoritmos de migração e demigraçâo1 bem como 
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Este trabalho tem por finalidade descrever uma classe de operadores integrais conhecidos em 
Geofísica como integrais de tipo Kirchho:ff. Os operadores incluem as chamadas migração e 
demigração de Kirchhoff, bem como outras transformações delas derivadas. Estas operações 
integrais têm aplicação em variados problemas de construção de imagens da subsuperfície 
através do processamento de dados sísmicos. 
Para a prospecção e monitoramento de reservatórios de hidrocarbonetos, equipes inter-
disciplinares envolvendo geofísicos, geólogos e engenheiros de reservatório baseiam-se em 
informações adquiridas de levantamentos sísmicos realizados na superfície da terra ou no 
mar. Para a obtenção destes dados, geram-se ondas mecânicas que se propagam no interior 
da terra, sendo refletidas em interfaces de descontinuidades dos parâmetros geológicos. O 
movimento de vibração do solo (ou, na água: a pressão) resultante destas ondas refletidas: é 
registrado como função do tempo por um sistema de geofones (ou hidrofones). 
A tarefa da Geofísica no processo consiste na reconstrução de uma imagem do subsolo 
a partir destes dados sísmicos. Para tal, usa-se um conjunto altamente desenvolvido de 
métodos de processamento sísmico (veja: por exemplo, Iílmaz, 1987). lTm dos processos 
(ou passos da sequência de processamento sísmico) a serem aplicados consiste na chamada 
migração (veja: por exemplo, Stolt e Benson, 1986). Já determinado por processos anteri-
ores um modelo inicial ( denminado macro-modelo) das velocidades sísmicas no subsolo, a 
migração tem a finalidade de transformar (migrar) os dados sísmicos em uma imagem da 
região da subsuperfície de interesse. Assim sendo, a migração é uma das mais importantes 
operações do imageamento sísmico. 
A demigroção é a operação inversa da migração e tem por objetivo reconstruir os dados 
originais no domínio do tempo a partir dos dados migrados. Ambas, migração e demigração, 
constituem a base para a determinação de soluções para outros problemas de transformações 
de imagens como, por exemplo, a transformada de configuração e a remigração (Hubral et 
aL 1996, Tygel et aL, 1996). 
Para todos estes processos de imageamento existem operadores integraL Na literatu-
ra geofísica atribui-se o nome de Kirchhoff1 a estas operações integrais. A razão desta 
nomenclatura é o fato de que elas possuem uma relação com a chamada integral de Kirch-
hoff (Sommerfeld, 1964) que descreve (ou modela) a propagação de ondas. É através desta 
relação que Schneider (1978) estabeleceu o operador integral para a migração de Kirchh.off. 
1Gustav Kírchhoff (1824-1887), físico alemão 
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Somente depois observou-se que este esquema de migração é eqüivalente ao método do em-
pilhamento de difração anteriormente proposto por Rockwell (1971) utilizando as superfícies 
de convexidade máxima de Hagedoorn (1954), hoje em dia conhecidas como superfícies de 
difração ou superfícies de Huygem'. 
Assim, ambos os trabalhos de Rockwell (1971) e de Sclmeider (1978) relatam que empi-
lhando os dados ao longo das superfícies de Huygens e colocando o resultado obtido dentro do 
correspondente ponto em profundidade é possível produzir uma imagem em profundidade da 
subsuper:fície, mediante o conhecimento de um modelo de velocidade e de uma configuração 
de fonte-receptor. Em Bleistein {1987) e Schleicher et al. (1993) são apresentadas funções 
pesos para a operação de migração, com vistas a fornecer uma imagem seção migrada cujas 
amplitudes tenham sido compensadas do fator de espalhamento geométrico. Os pesos podem 
ser calculados usando o traçamento dinâmica de raios no modelo de velocidade ( éerven:Y e 
Castro, 1991). 
A operação integral inversa, chamada demigração de Kirchhoff, foi investigada por Hubral 
et al. (1996) e Tygel et al. (1996), tanto cinematica quanto dinamicamente. ~estes trabalhos 
também foi sugerido o encadeamento destas duas integrais com a finalidade de resolver outros 
problemas de imageamento através de operações integrais também de tipo Kirchhoff. 
Devido ao alto custo computacional que a aplicação destes métodos de Kirchhoff apre-
senta, procaram-se, na prática, representações simplificadas (veja, por exemplo, Dellinger 
et al., 2000). Neste contexto, de posse das discussões apresentadas sobre meios com certas 
restrições como a situação 2.5D e um meio verticalmente não homogêneo (Bleistein, 1986). 
perspectivas de novas investigações começaram a ficar evidentes. Ou seja, de que esses pro-
blemas em tais meios teriam mais chances de produzir num menor tempo e com menor custo: 
um desempenho aproximado para essas operações) devido é claro, às suas características es-
peciais. Para estes meios, os termos que aparecem nos integrandos das transformações de 
Kirchhoff admitem fórmulas analíticas ou semi-analíticas. facilitando sobremaneira a sua 
implementação. 
O propósito deste trabalho consiste em estabelecer as representações integrais de Kirch-
hoff correspondentes a essas operações em várias destas situações, saber (a) o caso 2.5D: onde 
a propagação de ondas é 3D, mas os parâmetros do meio são 2D (veja Bleistein, 1986; Portu-
gal, 1999), (b) em meios verticahnente não homogêneos e, em particular, (c) para os casos de 
distribuições de velocidade verticais simples (constante, gradiente constante, vagarosidade 
quadrada com gradiente constante: logaritmo da velocidade com gradiente constante). 
A primeira integral do a ser estudada é a integral de Kirchhoff. Aplicada a problemas 
ligados ao espalhamento de ondas em alta freqüência, ela é denominada integral de Kirchhoff-
Helmholtz (Bleistein, 1984). Esta integral resolve o conhecido problema direto, uma vez 
conhecidas a localização da fonte e do receptor, um modelo de velocidade e a localização 
do(s) refl.etor(es). No trabalho. especificamos as fórmulas analíticas correspondentes a todas 
as situações descritas acima. 
O que toma a investigação do problema acima bastante atraente é a rapidez e economia 
de esforço computacional, com resultados genuinamente tridimensonais, embora em modelos 
mais restritivos. Na situação 2.5D, as realizações numéricas das representações integrais 
para o modelamento. a migração, demigração e as transformações de imagens são mais 
2 Christian Huygens (1629-1695), matemático holandês 
econômicas, necessitando apenas do traçamento de raios em 2D ao invés de 3D. 
Já para o caso dos meios verticalmente não homogêneos, os resultados são equacionados 
de uma forma ainda melhor: particularmente pelos fato de que o traçamento numérico de 
raios e a determinação dos termos integrantes das correspondentes representações integrais, 
ficam reduzidos a uma resolução de algumas integrais em profundidade relativamente simples. 
Isto pode ser melhor explorado ainda quando consideramos distribuições de velocidades 
verticais elementares (constante, gradiente constante, vagarosidade quadrada com gradiente 
constante, logaritmo da velocidade com gradiente constante). Nesses casos, é possível re-
solver analiticamente as integrais mencionadas acima. A partir destas soluções, podem-se 
estabelecer fórmulas analíticas tanto para as quantidades da integral de Kirchhoff-Helmholtz 
quanto para as curvas de empilhamento e as funções pesos de migração e demigração. Desta 
forma, o esforço computacional é reduzido ao minimo. 
Neste trabalho, mostramos como obter as diversas representações integrais em meios 2.5D 
a partir das correspondentes representações de Kirchhoff em modelos gerais 3D. Primeiros 
resultados nesta direção foram publicados em Martins et al. {1997). 
O desenvolvimento deste trabalho se dá em oito capítulos, que serão arranjados de tal 
maneira que o leitor possa obter as informações necessárias sobre as representações integrais 
de Kirchhoff-Helmholtz, migração, demigração e sobre os problemas de transformadas de 
configuração e remigração em 2.5D, num meio verticalmente não homogêneo e também para 
os modelos de velocidades mencionados acima. 
No Capítulo 2 apresentamos uma breve introdução sobre os resultados abordados no 
desenvolvimento desse trabalho e estabelecemos algumas considerações básicas a respeito 
do meio 3D. situação 2.5D, para um meio verticalmente não homogêneo e para os casos 
analíticos .. a fim de facilitar a construção dos resultados sobre os problemas da transformada 
de configuração e da remigração. 
Para as mesmas situações, utilizando os resultados do Capítulo 2: apresentamos no 
Capítulo 3 as correspondentes representações da integral de Kirchhoff-Helmholtz {Tygel et 
aL, 1994a), a qual resolve o conhecido problema direto, bem como as expressões simplificadas 
para a sua função peso. Mediante esta integral são estabelecidas fórmulas de decomposição 
para o fator de espalhamento geométrico. 
Os Capítulos 4 e 5 são destinados às descrições das integrais de migração e demigração 
do tipo Kirchhoff: as quais permitem imagear o refletor em profundidade e recuperar dados 
em tempo, respectivamente. Nestes capítulos são especificadas expressões simplificadas para 
as funções pesos e curvas de empilhamento, tanto para a situação 2.5D, quanto para os 
modelos de distribuições de velocidades verticais, bem como as fórmulas analíticas para os 
casos elementares. No final das seções são apresentados alguns exemplos numéricos básicos 
usando estas fórmulas. 
Os Capítulos 6 e 7, são reservados ao estabelecimento das soluções em cascata (duas 
integrais) e compacta (uma integral), referentes aos problemas de transformadas de configu-
ração e remigração. Estas transformações desempenham papel importante em problemas de 
tratamento de amplitude (recuperação de coeficientes de reflexão) e atualização de imagens 
correspondentes a atualizações dos modelos de velocidade, respectivamente. 
Estes problemas serão tratados nestes capítulos para as mesmas situações especiais men-
cionadas anteriormente. Após o desenvolvimento desses sete capítulos, apresentamos no 
capítulo 8 as conclusões. 
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Três Apêndices fazem parte do trabalho~ os quais têm a finalidade de tratar os aspectos 
mais técnicos da obtenção das diversas expressões que aparecem no texto. A separação em 




Este capítulo tem por objetivo apresentar a solução aproximada para a equação de Helmholtz 
{Bleistein, 1984) em 3D. Algumas preliminares são estabelecidas a respeito do raio. das 
fórmulas de decomposição para o fator de espalhamento para a situação 2.5D. Dma breve 
descrição das fórmulas analíticas para um meio verticalmente não homogêneo, bem como 
para os modelos especiais de velocidades verticais. 
2.1 Considerações em 3D 
Considere a equação de Helrnholtz para ondas espalhadas «lls, ou seja. a equação de onda 
acústica com densidade constante no domínio da freqüência (Bleistein, 1984) 
"' 
'172 il>.(x,w) + c"(x) il>.(x,w) = F(x,w), (2.1) 
sendo F uma fonte (suporte compacto), c(x) a velocidade do meio, x = (x,y,z)t E R 3 . 
Se ~ .. (x,w) é solução desta equação sob uma dada superffcie Eo que engloba o ponto de 
observação g (localização do receptor) e admitindo que IJ:l6 (x,w), para w suficientemente 
grande, satisfaça as condições de radiação de Sommerfeld, 




c(x) il>.(x,w) = o(1/r) para lxl =r_, oc 
então a solução <I>s é única (Bleistein, 1984) e, além disso, vale, 
~ ( ·) = -1j (~ ( )ag(g,x,w) _ Ç( -)ail>.(x,w)) dE( ) 




Aqui <l>5 (g,w) é o campo de ondas escalares harmônicas no tempo registrado nwn ponto de 
( ) ail>.(x. w) _ observação g; .Ps x, w e an' sao o campo de ondas e sua derivada normal, respec-
Ü\'alilente, os quais são conhecidos em todos os pontos x sobre E (espalhado r ou interface 
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de reflexão, parte iluminada da superfície Eo) e Ç(g, x, w) é a função de Green, solução da 
equaça.o: 
w' 
\72Ç(g,x,w) + c"(x) Ç(g,x,w) = -47r6(x- g) (2.5) 
com 8Q(~:' w) sua derivada normal calculada nos pontos sobre E e %n = fi· V', com fi o 
vetor normal apontando para fora da superfície E. 
Daqui para frente vamos supor que a fonte s e o receptor g estejam numa superfície 
de medida Em de tal forma que cada fonte s corresponda um receptor g. Portanto, s e g 
poderão ser expressos numa forma parametrizada por um parâmetro bidimensional ~: isto 
é, identificamos s = s(Ç) e g = g(Ç) e Ç(g,x,w) = Ç•(Ç,x,w). 
Consideramos a equação (2.5) para a função de Green gs(ç,x,w), agora para o ramo do 
raio que nne a fonte s a um ponto m em E, 
[ w' ] V''+ c'(x) Q"(Cx,w) = -47r6(x- Xo), (2.6) 
onde Xo é a posição da fonte. 
Para resolver este problema pelo método do raio, procedemos da seguinte forma. Assum-
imos que a função de Green seja aproximada por 
Ç"(Ç,x,w) "'~(Ç,x)exp[-iwT.(Ç,x)], 
sendo Ts a solução da equação eikonal 
[V'T.(Ç, x)]' = c'~x)' 
e a amplitude ~{Ç~x) a solução da equação do transporte 
V'~(Ç,x) · V'T.(Ç,x) + GMÇ,x)\72T,((x) =O. 
As condições iniciais para estas equações são) respectivamente 
1 
Ts((Xo) =O e ~(~,x) ~ I I quando x ~ Xo· X-Xo 
Portanto, a equação (2.8) com as condições (2.10) fornecem o seguinte sistema 
x(u) - p, p = \7T, I ' 1 Pl = c"(x)' 
~\7 (c"~x))' 1 d p - 7 = c2 (x)' ·=-dO" 







A situação desejada é conhecida como a solução conoid.al, pois, os raios são emanados do 
ponto Xo- O vetor vagarosidade, p = (p1,p2,p3 ) não é determinado inicialmente (Bleistein, 
1986). Apenas sua magnitude p =IPI é dada pela última equação em (2.11). 
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Desta forma, escolhemos dois parâmetros arbitrários f3o e ao de tal maneira a descre\-'er 





Figura 2.1: ilustração do vetor p, do ângulo u 0 que o vetor faz com a profundidade ;; e do 
ângulo polar /3o. 






c(Xo) (sin Uo cos f3o 1 sin u 0 sin f3o, cos u 0), 
o, 
(2.13) 
o sistema de EDOs apresentado em (2.11) e (2.12) nos fornece uma família de raios com um 
parâmetro cr 1 a qual são perfeitamente distingüidos mediante a escolha de ao e f3o. 
Em síntese, obtida a solução de (2.8), a mesma é substituida em (2.9) a fim de especificar 
a amplitude. Quando estes resultados são colocados em (2.7), a solução aproximada de (2.6) 
é estabelecida. 
2.2 Considerações em 2.5D 
2.2.1 Introdução 
Esta seção tem a finalidade de discutir algumas características a respeito da propagação de 
ondas na situação 2.5D e as principais conseqüências que isto trará para as integrais do tipo 
Kirchhoff. 
A situação 2.õD é caracterizada essencialmente pelo fato de termos propagação de on-
das em 3D, mas os parâmetros do meio nesta situação não variam em uma das direções 
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transversais, pennitindo que qualquer par de fonte receptor (s(ç,,ç,),g(ç,,ç,)) da configu-
ração sísmica adotada permaneça dentro do plano de dependência dos parâmetros. 
Assumindo que as coordenadas cartesianas (x, y, z) sejam parametrizadas da seguinte 
forma: 
s(Çr, 6) = (x,(Ç,),y, = Ç,), g({I, ç,) = (xg({I), Yg = 6) 
onde y define a direção fora do plano. 
Na verdade, a configuração sísmica dentro do plano é descrita por intermédio de duas 
funções Xs(6) e Xg(6), isto é, apenas pelo parâmetro 6- A segunda coordenada 6 sim-
plesmente seleciona o que chamamos de plano de simetria onde ambos, fontes e receptores, 
deverão estar definidos. Além disso, por conveniência identificamos 6 = y. 
2.2.2 Raios em 2.5D 
Nesta seção iremos estudar o comportamento dos raios na situação 2.5D. 
Vamos agora resolver o problema {2.6) com as condições iniciais (2.13) supondo que a 
velocidsde c(x) não depends de y. Ou seja, fazendo uso dss expressões (2.11) até (2.13) 
segue que 
(2.14) 
Isto é. P2 é constante sobre cada raio, e, portanto, 
s 1-s·as 
p2 = c(Xo) smq,sm,.,0 • (2.15) 
Assim, um raio que começa dentro do plano y =O, isto é , com fJõ =O, permanece dentro 
do plano sempre (P2 = 0). 
Além disso, da equação (2.15), podemos concluir que a equação para y em (2.11) e (2.12) 
toma-se 
(2.16) 
Cabe aqui observar que os resultados acima são análogas para o ramo do raio que une m ao 
receptor g. 
Portanto, qualquer que sejam os pontos s e g dentro do plano, cada raio que conecta 
estes dois pontos permanece dentro do plano de dependência dos parâmetros. Isto significa 
que todas as reflexões na situação 2.5D ocorrem em pontos dentro do plano de simetria 
definido pela linha sísmica Ç2 = y. Assim sendo, sem é um ponto sobre o refletor então ele 
pertence ao mesmo plano de simetria do par de fonte-receptor (s, g). 
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Sem perda de generalidade, podemos tomar y = O ou Ç2 = O e m na forma (X, O, z). 
s 
Figura 2.2: Os ramos do raio~ sm e mg: onde s, g: m e ri simbolizam a fonte. o receptor. 
um ponto sobre a superfície :E e a normal à superfície, respectivamente. 
2.2.3 Fórmula de Decomposição 
Esta seção tem a finalidade de discutir a amplitude dada por (2.7) e como conseqüência 
direta veremos que, no desenvolvimento desta análise. surge uma decomposição natural para 
o fator de espalhamento geométrico. 
Inicialmente. sabemos que a amplitude da equação do transporte (2.9) pode ser obtida 
como solução de uma EDO no parâmetro a (Bleistein; 1984), cujo resultado para o ramo do 
raio sm, após algumas manipulações algébricas, é dado por 
""( ) - A.(Ç)~ 
'-"o Ç,x - V , 
c(Xo)J(a., ifo, il8) 
(2.17) 
sendo .4s(Ç) o fator de perda de amplitude devido aos obstáculos do meio e J, o Jacobiano 
da mudança da variável x para (as, aQ, ,Bg) via equação do raio, isto é, 
J( • a•)~~ 8(x,y,z) l-
a.,"(), fJO 8( • R») O"s,ao, fJO (2.18) 
Entretanto, usando as particularidades do meio, sabemos que escrever y = O é equivalente a 
escrever !:f: = O. 
Agora vamos escrever a amplitude (2.17) quando iJõ =O. Com este propósito. iniciahnente 
calculamos os elementos da segunda linha da matriz associada ao determinante (2.18), o 
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= c(Xo) sinO::sin/lii =O, 
fY ·as "O 
= c(:xo)sm,v0 cosa0 = . 
Isto significa que o Jacobiano (2.18) é reduzido a 
J( """) "• . "I 8(x,z) I rY,"fi,po = c(Xo) smao 8(rYo,O::) . 
Definindo o Jacobiano em 2D como 
K. = 1 ~a~(""x,c:.z ),_,_ 8(rY., a~) 
podemos concluir que a amplitude desejada é dada por 
G~(ç,x) = A.(O . 
JasKs 
Portanto, para cada um dos ramos do raio1 podemos escrever 
~(~, x) = .4.(Ç) 
v'usKs 
e 










sendo As( e) e Ag(Ç) os fatores de perda de amplitudes devido aos obstáculos ou interfaces~ 
que os dois segmentos do raio encontram em seus trânsitos. 
A amplitude da função de Green em 2.5D pode ser escrita como 
. .4,(~) G;,(~,x) = L(2.5D)' 
' 
(i= s,g). (2.27) 
denotando o fator de espalhamento geométrico em 2D por 
L(2D) = fjj. 
t v I\.i, (i= s,g), (2.28) 
segue que 
L (2.5D) = L(W) = t l v(J'~; (i= s,g). (2.29) 
Portanto, o fator de espalhamento geométrico em 2.5D, L~2·5D) , é expresso pelo produto 
de dois fatores: Li2D) e ...fiii. O primeiro constitui o fator de espalhamento geométrico 2D 
(contribuição dentro do plano de dependência dos parâmetros) e o segundo é o que descreve 
os efeitos do espalhamento fora do plano. 
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2.2.4 Fator Especial 
Consideramos agora a seguinte função fase 
iJ>,(Ç,x) ~ -[r.(Ç,x) +rg(Ç,x)]· (2.30) 
Seja y = y* =O um ponto estacionário para a função <» 1, então 
~ -[p~(Ç,x) + rl(Ç,x)]\•""" ~O· (2.31) 
Isto significa que a soma das duas contribuições individuais para p 2 , isto é, JJ2(Ç,x) e pf{Ç, x) 
devem ser opostos (i.e.: {3g = -/30 lei de Snell). 
Agora diferenciando a expressão (2.16) em relação ao parâmetro y, obtemos 
1 ~ i)p2(Ç,x)" +""(< x)&u. 
&y s "' ,, &y . 










&'<1>1 (Ç,x)l ~ _ [ap;(ç,x) &~(Ç,x) ] 
&y' ··~o &y •"""" + &y ··~o , 
&'iJ>,(~,x) ~- (..!:.. + _1_) ~ _ _..!:_, 






A importância da representação (2.36) será justificada pela sua frequente utilização nos re~ml­
tados que deverão ser estabelecidos ao longo deste trabalho. Convém observar que a equação 
(2.36) define o fator aF, que fará o papel da contribuição fora do plano do espalhamento 
geométrico de Fresnel. 
2.3 Meio Verticahnente Não Homogêneo 
Esta seção tem a finalidade de apresentar expressões analíticas para a posição x. isto é. 
distância horizontal entre fontes receptores, para o parâmetro do raio, para o fator de espa-
lhamento geométrico em 2D e para o tempo de trânsito. 
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2.3.1 Expressões Analíticas 
Nosso objetivo agora consiste em resolver o problema (2.5), admitindo agora que a velocidade 
da onda seja uma função somente da profundidade, isto é, c= c(z). Xeste caso as equações 
características para o ramo do raio sm podem ser escritas da seguinte forma: 
dx P• 
- , dz p, 
dp, ~o, dz 
dp, 1 d [ 1 ] 
dz ~ 2p,dz c2(z) ' 
dT 1 1 
---
dz P3 c2(z)' 
der 1 
dz , p, 
sinaQ 
p,(x,) ~ -(-), 
c "' 
s 
( -) _ cosa0 P3 "' - c(;) , 
r(z,) ~O, 
<T(;) ~o. 
Agora fazendo uso destas equações, obtemos 
1 . • 
P3 ~c(;) smao 






I sin2 at p,~± ---
c'(z) c'(z,) 










Evidentemente, escolheremos a raiz com sinal positivo, pois estamos interessados em 
raios que estejam direcionados para baixo. Observa-se que em z = zs, a raiz quadrada é 
positiva para todo a~. Portanto, considerando Zs =O (fonte em Xo = {x5 ,0,0)) e laôl < TL/2, 
concluímos que a raiz quadrada permanece real em alguma '\izinhança da origem, permitindo 
a resolução das equações acima nesta vizinhança. isto é, 
X-X5 = 
sinas r dZ 
c(0)
0 
lo I 1 ~'o;' V e~(z') - (O) (2.46) 
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r d:! 




/Js =lo j 1 ~2<1 
V ,2(,') (O) 
(2.48) 
Entretanto, reescrevendo estas equações em termos do índice de refração, isto é, 
n(z) ~ c(O)jc(z) (2.49) 
obtemos, agora para ambos os ramos do raio. 
sina~ foz dz' (i~ s,g), (2.50) 
Jn2(z') - sin2 ah' 
T; 1[ n
2(z')dz' (i~s,g), (2.51) ~ c( O) O ,jn'(z')- sin2 ab' 
J: dz' ~«0 ' (i~ s,g). (2.52) o Jn2(z')- sin2 aó 
Observamos ainda que para qualquer meio com este tipo de velocidade, a combinação das 
expressões (2.50) e (2.52). nos fornece 
eo(x- x;) 
o-i= . . 
sino:ô 
(2.53) 
As fórmula.;; (2.50), (2.51) e (2.52) são a.;; expressões analíticas para a posição x, isto é. 
distância horizontal entre fontes receptores, o tempo de trânsito Te o parâmetro do raio IJ. 
respectivamente. Por outro lado, aplicando a regra da cadeia ao Jacobiano expresso pela 
expressão (2.18), o fator de espalhamento geométrico em 2D pode ser dado por 
8(x,z) I 18(x,z) 8(z,<Ya) I 18x 8z I 
K, ~ 8(u,<Ya) ~ 8(aij,z) 8(u,<Ya) ~ 8<Ya8u, . (2.54) 
Usando as expressões (2.41) e (2.50) em (2.54), obtemos, agora para i= s,g, 
- . 1/2 
Ll2D) ~ fJ0_ ~ [cosa0Jn2(z)- sin2 aô r n2 (z')dz' . l 
V n; c(O) lo (n2(z')- sin2 a0)312 
(2.55) 
Por outro lado, a expressão que especifica o tempo de trânsito pode ser escrita como, 
To ~ r,(Ç, x) + rg(Ç, x) 
I [ [' n2 (z')dz' r n2 (z')dz' ] 
c( O) lo (n2(z')- sin2 a~)'/2 +lo (n2(z')- sin2 a~)l/2 (2.56) 
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onde aô (ag ) é o ângulo que o raio que une a fonte s (receptor g) ao ponto mn sobre o 
refletor faz com o eixo z, isto é, com a componente vertical z. 
Determinante de Beylkin 
O determinante de Beylkin (1985) é dado por, 
( 
\7rv(~, m) ) 
h8 ~ det ~' 'hv(~,m) 
iJ<, \7rv(~,m) 
(2.57) 
onde todas as derivadas são avaliadas para as fontes-receptores com localização Ç e m é um 
ponto escolhido arbitrariamente em profundidade. Entretanto, como 
(2.58) 




cuja substituição das expressões (2.33) e (2.36) em (2.57), possibilitam escrever 




com Us e Ug calculados ao longo dos segmentos de raios sm e mg, respectivamente. Aqui, 
(2.61) 
é o determinante de Beylkin em 2D. 
Finalmente como a ·velocidade da onda é função apenas da profundidade, isto é c= c(z). 
significa então que o determinante de Beyllcin pode ser simplificado, ou seja, mediante o uso 
das fórmulas em 2.5D apresentadas por Castro e Üervenj (1991). O resultado é 
(2.62) 
onde r se r g representam as contribuições correspondentes as configurações de fonte-receptores 
e aqui serão consideradas ambas iguais a llllidade (configuração de fontes-receptores com 
afastamento cornl.llll). 
Como conclusão podemos especificar o seguinte roteiro: dadas as posições fonte e receptor 
nós determinamos ab usando a equação (2.50), este resultado é substituído nas expressões 
(2.51) e (2.52) para obter ai e Ti, depois, substituimos os resultados dentro da expressão 
(2.55), quando todos estes resultados são substituídos em (2.7), Çí é especificada. 
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2.4 Casos Analíticos 
Esta seção tem por finalidade apresentar as expressões analíticas para a posição x~ isto é .. 
distância horizontal entre os pontos sou g em, para o parâmetro do raio IJ, para o tempo de 
trânsito T e para o fator de espalhamento geométrico K correspondentes aos quatro modelos 
de distribuições de velocidades ilustradas na Figura 2.3. 
No decorrer deste trabalho serão estudadas~ alem da velocidade constante, três dis-
tribuições de velocidades verticais. Estas foram escolhidas de maneira que a velocidade, 
a vagarosidade quadrada e o logaritmo da velocidade tenham gradiente vertical constante. 
A escolha dessas distribuições de velocidades se deve ao fato de que elas permitem a 
obtenção de fórmulas analíticas para as quantidades envolvidas no traçamento dos raios 
(Bleistein, 1986). Assim, elas também possibilitam um traçamento analítico das operações 
de imageamentos. 
Baseado neste fato, apresentamos fórmulas analíticas correspondentes as funções pesos e 
curvas de empilhamentos para os processos de imagementos discutidos a seguir. 
Para as ilustrações numéricas usamos os modelos de velocidades bem semelhantes para 
as quatro distribuições de velocidades. Ou seja, uma velocidade de 3.5 lan/s no caso da 
velocidade constante e nos casos dos gradientes verticais constantes~ velocidades coincidentes 
em z ~O (velocidade de 3lan/s) e em z ~ llan (velocidade de 4lan/s). 
Convém observar que estes modelos foram escolhidos com estas caracterÍsticas para 
serem semelhantes. Portanto: esperamos que as implementações numéricas para as fórmulas 
analíticas relativas as funçêíes pesos e curvas de empilhamento sejam também semelhantes. 
Desta forma: este tipo de situação permite que no desenvolvimento desta tese, detectasse-
mos eventuais erros nos cálculos do desenvolvimento das fórmulas e nas suas implementações 
numéricas através da comparação dos resultados para esses quatro casos especiais. 
Evidentemente, em outros modelos, os valores numéricos dessas fórmulas analíticas po-
dem apresentar diferenças significativas, como por exemplo. se considerarmos velocidades 
que tenham o mesmo gradiente vertical no início do intervalo, mas, que divirjam cada vez 
mais com a profundidade. 
A importância do estudo desses casos especiais está na possibilidade do seu uso na apro-
ximação de uma distribuição de velocidade mais complexa. O fato de que as respectivas 
fórmulas analíticas sejam conhecidas, o que permite cálculos mais rápidos das quantidades 
correspondentes ao traçamento da teoria dos raios, fazem com que as aproximaçêíes deste 
tipo sejam usadas frequentemente na prática, principahnente1 quando nescessitamos obter 
resultados com mais rápidez e com menor custo. 
~estas circunstâncias~ o uso dessas distribuições de velocidades fornece muitas vezes 
resultados bem satisfatórios. O mesmo espera-se dos métodos de imagementos em amplitude 
verdadeira tratados no decorrer deste trabalho. 
É relevante observar ainda que as fórmulas analíticas obtidas, também servem para mini-
mizar o custo no tratamento de situações mais complicadas, tornando suficiente representar 
qualquer distribuição de velocidade por um conjunto de camadas ou células, nas quais se 
encontre presente uma dessas distribuições. Assim, ajustando-se as condições de fronteira 
para permitir a conexão destas camadas ou células, é possível criar um traçamento de raios 
para determinar as quantidades desejadas, célula por célula: através do uso das fórmulas 
analíticas conhecidas. Deste modo minimiza-se o tempo e o custo para a obtenção dos 
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Figura 2.3: Exemplus de quatro distribuições de Yelocidades: constante (linha amarela). com 
gradiente constante (linha roxa). vagarosidade quadrada com gradiente constante (linha azul) 
e logarítmo da velocidade com gradiente constante (linha vermelha). 
2 .4.1 Velocidade Constante 
Snbstittúndo c(;;)= c0 e n(z) = 1 nas expressões (2.52) e (2.55). obtemos respectivamente. 
fo z d;;' co~ cri = co o '> . = --. (1 - sin:. ct0) 1t 2 coso.(} (i= S. g) (2.63) 
e 
(i= s.g).(2.6-1) 
...\.lém disso. subtituindo c(.z) =Co em (2.50), obtemos. 
iz d-' . i -.l~ - :r;i = sm. a:0 - . o cos aô (i= s,g). (2.65) 
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que resulta em 
(x- x;)cotg~ = z (i= s,g). (2.66) 
Portanto, substituindo a expressão (2.53) em (2.64) e (2.65), obtemos a seguinte fórmula 











As expressões (2.68) e (2.69) serão utilizadas nos próximos capítulos com a finalidade de 
especificar a função peso e a linha de empilhamento correspondentes as operações de migração 
e demigraçã.o de Kirchho:ff para um meio homogêneo. 
2.4.2 Velocidade com Gradiente Constante 
Agora vamos utilizar o modelo de velocidade 
c(z)=gz+eo 
em (2.50). O resultado da integração pode ser escrito como 
Co . . 




Substituindo (2.70) dentro de (2.52) e (2.55) e fazendo uso da expressão (2.71), os resultados 
para ambos os ramos do raio podem ser dados por 
"' =; .Jg2 /'f + 4c(z)eo e (2D) F< fl L- = Ki =\i-"' 
z V CC() (i=s,g). (2.72) 
Observamos que ai é obtido eliminando-se sina0 da expressão (2.53) utilizando (2.71). As 
expressões (2.72) formam a base para o estabelecimento da função peso para as integrais do 
tipo Kirchho:ff que serão especificadas nos próximos capítulos, levando-se em conta o modelo 
de distribuição de velocidade descrito acima. 
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2.4.3 Vagarosidade Quadrada com Gradiente Constante 
n essa seção as quantidades análogas ao desenvolvimento da seção anterior são obtidas 
utilizando o modelo de velocidade 
1 1 
c2(z) ~ CÕ + gz 
inicialmente em (2.50), que combinado com (2.46), fornece 
2 sin a 0 [ 1 . 1 ·] 
-( )cosa~~-cosa~ geo cz eo 




Em seguida usamos (2.73) em (2.52). O resultado após a combinação com a expressão 
(2.74) é 
a,~ J4 + 2gcij(z + t,) + J4 + 2gcij(z- t,)' (2.75) 
onde t,, (i~ s,g), são estabelecidos pela fórmula (2.68). A solução da integral (2.55) 
mediante a substituição do modelo (2.73) produz 
(2D) ja,c, L. ~~-
t vceo' 
(i~ s,g), 
onde as quantidades c i (i = s, g)' tem o seguinte significado geométrico 
C,~ cos(O:.,- aO)· 
(2.76) 
(2.77) 
Com o auxílio da expressão (2.74) a quantidade apresentada em (2.77) pode ser expressa em 
termos de quantidades conhecidas por 
(i=s,g), (2.78) 
onde (2.74), (2.75) e (2.76) constituem a base da derivação da função peso e linha de empi-
lhamento para as operações de imageamento que deverão ser tratadas nos próximos capítulos. 
2.4.4 Logarítmo da Velocidade com Gradiente Constante 
Substituindo o modelo de velocidade 
Inc(z) ~ Ineo + gz ou c(;;) = eoe"", 
na integral (2.50), obtemos, 





Agora isolando o termo sina~ com o auxílio da expressão (2.53), a substituição do modelo 
(2.79) na integral (2.52) permite escrever. 
CT' = _"o(~- x;)) [e29'- 2e"' cosg(x- x;) + 1] 112 , 
srngx-a; 
bem como substituindo também (2.79) em (2.55), obtemos 
Vc'(z)+cij-2c(z)<:ocosg (x-x,) f CT;Yi 
geoc(z) =V eoc(z) 
onde 
sing(x- x,) Yi = (i= s,g). g(x- x,) 
(2.81) 
(i= s,g), (2.82) 
(2.83) 
Estas seções foram destinadas à descrições das fórmulas analíticas para o parâmetro do 
raio (a), o fator de espalhamento geométrico (L(2Dl), a distância horizontal entre a fontes (ou 
receptor g) em, o tempo de trânsito (T), para quatro modelos de distribuições de velocidades 
(constante, gradiente constante, vagarosidade quadrada com gradiente constante, logaritmo 






Esse capítulo tem a finalidade de apresentar a representação integral de Kirchhoff-Helmholtz. 
a qual é proveniente dos problemas ligados a espalhamento de ondas (Bleistein, 1984). Esta 
representação integral resolve o conhecido problema direto, que em sua forma final permite 
obter a resposta sísmica em um receptor1 conhecidos a localização da fonte e do receptor, 
um modelo de velocidade e um refletor. 
3.2 Forma Compacta 
O objetivo desta seção consiste em apresentar uma representação rompacta para a integral 
de Kirchhoff-Helmholtz. Consideramos inicialmente as seguintes condições conhecidas como 
aproximação de Kirchhoff-Hehnholtz: 
(A) O campo de ondas espalhado em cada ponto x E E é trocado por seu campo refletido 
especular, isto é, o refletor é trocado locahnente por seu plano tangente em x e correspon-
dentemente o campo de ondas incidente pelo campo de ondas planas. 
Desta forma, o campo de ondas refletidas é então dado pelo campo de ondas incidente <I> 1 
(trocada a direção de propagação, ou seja, trocado o vetor vagarosidade de acordo com a 
lei de Snell): o que significa que este campo de ondas pode agora ser descrito pelo produ-
to do campo de ondas planas incidente <l>1 pelos correspondentes coeficientes de reflexões 





Figura 3.1: <P5{s~mR,w) é o campo de ondas espalhadas medido em IDR devida urna fonte 
s, Rc{s,mR) é o coeficiente de reflexão de onda plana computado em mR e <Pr(s,m&w) o 
campo de ondas incidente medido em mR devido a ação da fonte s. 
(B) A derivada do campo de ondas é trocada pela derivada normal do campo de ondas 
refletidas obtido acima no mesmo ponto x E E. Neste caso. o campo de ondas refletidas 
especular tem o mesmo sinal das ondas incidentes, mas sua derivada normal tem sinal opos-
to, pois, a componente normal do gradiente da fase da onda refletida tem sinal oposto a 
componente normal da onda incidente, isto é, as direções das ondas incidentes e refletidas 
são opostas em E. Simbolicamente, 
B<l>s(s,mR,w) _ -"( )8ii>r(s,mR,w) 
ân - Hc S,IDR ân IDREE (B)· 
Inserindo as condições (A) e {B) na representação (2.4) e assumindo que o campo de 
ondas incidentes seja gerada por uma fonte pontual s, ou seja, dada pela função de Green, 
levando a formada onda ou pulso da fonte pontual em conta (i.e., <P5 (x,w) = F(w)Q5 (Ç,x,w)) 
e adotando a notação adequada Us(s,g,w) = U5 (Ç,w), para caracterizar o campo de ondas 
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refletidas devido uma fonte pontual se medida num receptor g, a representação de Kirchhoff 
Helmholtz pode ser reescrita como 
U,(s,g,w) ~ - F4~) f L dE(x)Ro(l;,x) (3.1) 
x (Ç'(Ç,x,w)IJÇS~x,w) +Ç"(Ç,x,w)&g'(Jh,x,w)). 
com xE E. 
Agora consideramos as aproximações de ordem zero do raio para as funções de Green 
gs(ç, x,w) e gs(ç, x,w) correspondentes a equação (2.7). Além disso. apro.xirnamos a deriva-
da normal de g pelo termo lider em alta freqüência, isto é, 
iJÇ'(Ç,x,w) . &r,(Ç,x),-,(< ) [ .. (< )] &n !:::::::: -Zú.! &n u 0 <,,X exp -ZWT5 <,,X (3.2) 
&g•(i;,x,w) . &r.(Ç,x) ""'(< ) [ . (' )] 8n !:::::::: -zw Bn u-0 .,,x exp -zwTg .,,x . (3.3) 








o conhecido fator de obliqüidade, temos então que a representação integral (3.4) pode ser 
dada por: 
iwF(w) f], _ U,(Ç,w) o= dE(x)R,(Ç,x)WKH(f:,x) 
27í E 
x exp[-iwrn(Ç,x)]· (3.8) 
Portanto. aplicando a transformada de Fourier inversa em (3.8)e levando em conta que 
u(Ç, x, t) ~ Rc(Ç,x)f(t)· (3.9) 
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segue que 
Us{~,t)- ~~f WKH((,x)&ta u(~,x,t-Tn(~,x))dE(x) 2r. }E 
que é uma forma compacta da representação integral de Kirchho:ff-Helmholtz. 
{3.10) 
A representação integral (3.10) possibilita a determinação da resposta sísmica em um 
receptor g, correspondente a uma fonte pontual s, sempre que sejam dadas a localização 
fonte-receptoL um modelo de velocidade e um refletor. 
Além disso~ do ponto de '\-ista físico 1 usuahnente dizemos que o campo de ondas registrado 
num receptor g é constnúdo por superposições de contribuições de fontes secundárias de 
Huygens que são originadas ao longo do refletor imediatamente após o contato do campo de 
ondas incidentes com a superfície de reflexão. 
Por outro lado ainda inseridas na função peso W KH estão os efeitos do "overburden':: 
isto é: as contribuições provocadas pela propagação no meio compreendido entre a superfície 
de aquisição de dados e a superfície de reflexão e em u estão as informações ou atributos 
ligados ao refletor. 
3.3 Avaliação Assintótica - Fora do Plano 
Para efetuar a avaliação assintótica fora do plano de dependência dos parâmetros da re-
presentação integral (3.10), inicialmente consideramos que E é um refletor suave descrito 




Figura 3.2: Situação 2.5D. O plano xz é o plano de dependência dos parâmetros do meio. 
c (3.11) 
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onde 1]1 caracteriza o comprimento de arco ao longo da curva C. 
Assim sendo1 o refletor E é uma superfície gerada por retas paralelas ao eixo y. como 
sabemos a reta paralela móvel (as retas paralelas) é conhecida como a gera triz da superléie 
cilindrica e a curva plana C a diretriz desta superfície. 
A superfície é descrita mediante a utilização do parâmetro bidimensional TJ = {7J1, 1]2) no 
sentido da definição (3.11) e do fato de que y = ry2 . Portanto, a representação integral (3.8) 
pode ser reescrita como 
iwF(w) f [ . U.(Ç,w) ~ 2r. Jcdc -oo dyR,(Ç,(x(ry,),y,z(ry!)))WKH(Ç,(x(ry1),y,z(ry1))) 
x exp[-iwTD(Ç, (x(ry1), y, z( ry!)))]· (3.12) 
Para evitar exagero de subindices\ vamos sem perda de generalidades,. utilizar (~, 'TJ, y) ao 
invés de (Ç, (x(ry1), y, z(ry1)) na expressão (3.12), para aplicar o método da fase estacionária 
para a integral acima. Inicialmente escrevemos (3.12) da seguinte forma: 
(3.13) 
De início defininos 
(3.14) 
Então. 
a<t>,(Ç,ry,y) =- [&r.(Ç,ry,y) + &ra(Ç,ry,y)]· 
&y &y &y (3.15) 
Doravante~ como a integral acima tem rnn integrando oscilante significa que a sua con-
tribuição deverá ser dada apenas no ponto estacionário, caso contrário ela será nula. 
Assim, avaliando (3.15) no suposto ponto estacionário y = y"' =O. temos 
a<t>,(Ç, ry,y) I =o 
&y ydl para todo 1] (3.16) 
implicando em 
=0· (3.17) 





ft2 =sinal ( lflrv(~; ~, y) ) =sinal (2_ + _1:_) = 1· 
8y y=;;{) G"s G"g 
{3.19) 
Assumindo que todos os termos integrantes da avaliação assintótica (3.18) com o argumento 
(~, TJ, O) possam, sem perda de generalidade ser dados simplesmente com o argumento (~, TJ) 
e definindo 
segue então que 
u. (c ) ~ /(iJ!F(w) { dC "(< )w·(2.5D)(< ) 
• ,,w {2r.)'/2 }c ''c''~ KH '' ~ 
X exp[-iwTv(Ç, ~)]· 
Utilizando a propriedade 
[ 
dl/2 l 




conhecida como transformada de Fourier da derivada temporal de ordem n = 1/2 (Oldham, 
et al.,1974), onde ,JiW é entendida como 
,;:;;;; = lwl'1' exp[ir. /4]. 
Substituindo (4.9) em {3.21) e utilizando {3.9) temos 
1 1 (2.5D) dlf'l U.(Ç,t) ~ = dcRc(Ç,~)WKH (Ç,~)d ,1,f[t-rv(Ç,~)j v2r. c t 
1 r (2.5D) dl/2 I 
.j'Fii}cdcWKH {Ç,~) dt'i'u((~,t) . 
t=To(Ç,')) 
(3.23) 
A representação integral (3.23) é o que chamamos de representação integral de Kirchhoff-
Hehnholtz em 2.5D. Convém observar que esta integral é reduzida a uma operação 2D, que 
descreve a propagação de ondas em 3D. 
Função Peso 
Essa seção tem a finalidade de especificar a função peso vv;:_:v> correspondente a repre-
sentação (3.23). 
Inicialmente, de (3. 7) podemos escrever, 
1 
fiKH(Ç, ~) = 2 ['ii'T.(Ç, ~)"fi+ 'ii'Tg(Ç, ~) • fi.] (3.24) 
1.1 (< ) =cosam +cosO 
KH <,,'Yf 2CQ (3.25) 
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Figura 3.3: nm denota o ângulo que o raio refletido faz com o ·vetor normal fi em m sobre 
C e O é o ângulo que o raio mg faz com a normal fi em m sobre C. 
Agora substituindo (2.25), (2.26) e (3.25) em (3.6) podemos escre,>er 
, (< )- [cosetm+cosB]A,({)Ag(Ç) ~KH c;,,'T]- " 
2c(ry)ju,K,u•K• 
Finalmente, substituindo as expressões (2.36) e (3.26) em (3.20), obtemos 
W(2.5D)(< ) _ A,(0.4.(~)[cosetm +cosO] KH ,, ry - I 
2c(ry)y K,K.(u, + u.) 
(3.26) 
(3.27) 
que é a função peso desejada a ser substituída na representação (3.23) a fim de especificar a 
integral de Kirchhoff-Helmholtz em 2.5D. 
3.4 Avaliação Assintótica- Dentro do plano 
Visando comparar os resultados assintóticos da seção anterior com o resultado apresentado 
em (Tygel et al., 1994a) 1 '\'"3.l!lOS avaliar assintoticamente a integral (3.23) usando o método 






81> 2 ( Ç, ry) = _ _ ffr-",v;é'( Çc__, ry'-'-) 
&, &, 

















IV(2.>D)(< ') [''] [-"'"'] 
r(2.5D)(< ') = KH '' ry exp Z4 exp 4 
KH ,, ., I) 1/2 (I "'7%jr"> 1"=7. 
Comparação de Sismogramas 
Sabemos que o campo de ondas no receptor (Tygel et al: 1994a) é dado por 












Comparando as expressões (3.34) com (3.36), observamos que resta-nos mostrar então que 
rKH(Ç, 71) sob a hipótese do meio apresentar independência em relação a variável 712 = y. 
coincide com r~~D\ Ç, 17). Iniciamos com o termo integrante do sismograma (Tygel et aL 
1994a), OU seja, rKH{Ç,ry) avaliado em ry ~ ry': 
:\{as, da expressão (3.20), vem que 
{3.40) 
permitindo escre'\-"er então, 
{3.41) 
Agora, usando os resultados (3,17) em (3.38), segue que. 
(3.42) 
e portanto, imediatamente obtemos, 
/LI + fl~ ~/LI + 1 (3.43) 
e 
{3.44) 
Finalmente, substitnindo (3.43) e {3.44) em {3.41) concluímos que, 
wJ::D)(~. ry') exp[i7r /2] exp[-iJLilT I 4] exp[-ir. /4] 
f I B'rvl<,") I I 
\ &;;> """'' 
(3.45) 
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Logo, concluímos que o campo de onda em 3D representado pela expressão (3.36) coin-
cide com o campo de onda em 2.5D dado pela expressão (3.34), quando o meio apresenta 
independência em relação a componente y = 112· 
Fórmulas de Decomposição 
Esta seção tem objetivo de apresentar fórmulas 'de decomposição para o fator de es-
palhamento geométrico (fator responsável em corrigir a amplitude a fim de estabalecer a 
verdadeira amplitude- atributo responsável em imagear corretamente amplitudes de uma 
domínio em outro). A seguir veremos que este fator de espalhamento geométrico incorpora 
efeitos ou contribuições de fora do plano de dependência dos parâmetros. 
Inicialmente, vamos utilizar a expressão (3.34) no dorrúnio do tempo, isto é, 
(3.46) 
Em contrapartida, pela Teoria dos Raios: sabemos que 
u(Ç, t) o= u,(Ç)f[l- TR(Ç)] (3.47) 
onde o fator de amplitude é dado por 
• A(Ç) 
u,(Ç) = Ro(t;, ~ ) L(2MJ(Ç) (3.48) 
com A(Ç), L('.SD)(Ç) e llc(Ç, ~·) expressando a perda de amplitude através de transmissões 
decorrente da propagação de onda entre a superfície e o refletor, o fator de espalhamento 
geométrico e o coeficiente de reflexão da onda plana, respectivamente. 
Entretanto: como as soluções (3.46) e {3.47) coincidem, pois, são ambas de mesma ordem 
em w (ordem zero), igualando (3.46) a (3.47) e usando (3.48), temos 
r''·•nJ( ') _ A(ç) 
KH Ç, ~ - L(2.>DJ(Ç) (3.49) 
Agora, a finalidade é estabelecer a expressão em 2.5D para o fator de espalhamento ge-
ométrico de Fresnel (Tygel et ai., 1995). O resultado é especificado combinando {3.49) com 
(3.36). 
e 
Neste sentido, sejam 
Gl;(< ) = A.(t;) 
O ,,ry r!g2.5D)(Ç) 
Substituindo as expressões (2.36), (3.20), (3.43) e (3.44) em (3.45), obtemos 
r~~D)(Ç, ry') = ~(Ç, ry')~(Ç, ry')ihH(Ç, ry') 
exp[';' (1- (!'1 + 1)/2)] 





onde p,1 é apresentado pela expressão (3.33). Além disso, levando em conta a decomposição 
de A(Ç) = A.(Ç)A8(Ç), segue da substituição de (3.50) e (3.51) na razão expressa pelo lado 
direito de (3.49) que 
.4(Ç) Lí'·'D)(Ç)Lf'Dl(Ç)~(Ç, ry•)G~(Ç, ry•) 
~ L(2.5D)(Ç) L(2.5D)(Ç) 
Substituindo as expressões (3.52) e (3.53) em (3.49), obtemos 





Agora, utilizando as expressões (2.36), (3.25) e (3.44), podemos escrever~ respectivamente. 
1J ( ') ~ COS <>R KH Ç, ry ~ 2 , (3.56) 
pois, neste caso: cosO= cosam= coso: R e 
(3.57) 
onde H11 é o primeiro elemento da matriz HreJ(~) dada por (3.43). Portanto, substituindo 
as expressões (3.56) e (3.57) em (3.55), temos 
L(2.5D)(Ç) = [cosa R] exp[~(l ~ I'I)J. 
F 2[H11uj;1]'i2 (3.58) 
Para completar esta parte dos resultados, comparando as expressões (2.27) e (2.29) com 
(3.50) e (3.51) podemos escrever 
(3.59) 
onde L~2D) com i = s, g é o fator de espalhamento geométrico 2D. 
Por outro lado. substituindo as expressões (3.59) em (3.54), obtemos 
(3.60) 
Como das equações (2.11) e (2.12), temos podemos escrever, 
(3.61) 





(<Y, + <Yg)K,. 
Então, finalmente, de (2.36) vem que 
Portanto: definindo 
podemos escrever que 
L~.5D)(~) ~ j<TFK,Kg_ 
K,. 
L~SD)(0 ~ V<TFKF. 
Assim sendo1 substituindo a expressão (3.58) em (3.66) 
K _ [cos nRJ2 exp['f(l - l't)] 






e: desta forma: o fator de espalhamento geométrico de Fresnel em 2.5D, pode ser escrito 
como 
onde 
L(2~D)(") - v K - L(2D) = F <., - (Jp F- F yap, 
L(2D) _ [cosaR]exp[i~(l-1'1 )] _ ![( 
F - ( •)Hl/2 - ynp 
c 'f/ 11 
é o fator de espalhamento geométrico de Fresnel em 2D _ 
(3.68) 
(3.69) 
Concluí-se então que o fator de espalhamento geométrico de Fresnel em 2.5D é composto 
pelo produto de duas contribuições; uma de fora do plano de dependência, dada através de 
ai/2 e a outra de dentro do plano de dependência, especificada pelo fator L~D), que é o fator 
de espalhamento geométrico de Fresnel em 2D. 
3.5 Meio Verticalmente Não Homogêneo 
Função Peso 
A função peso da representação de Kichhoff Helmholtz num meio verticahnente não 
homogêneo pode ser especificado mediante a substituição da equação (2.57) em (3.27). O 
resultado é dado por 
(3.70) 
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3.6 Casos Analíticos 
3.6.1 Velocidade Constante 
A função peso da reprentação de Kirchfoff-Helmholtz para um meio homogêneo é estabelecida 
substituindo as expressões (2.68) e (2.69) dentro de (3.27). O resultado é dado por 
W(2.5D) ( ) = COSe + COS <>m 
KH ~' ry fsfgvc;;l; ' (3.71) 
onde 
(3.72) 
com fi (i = s, g) dado por (2.68). Além disso: em (3.71): O:m é o ângulo que o segmento 
do raio sm faz com a normal no ponto m e O o ângulo que o outro segmento do raio gm faz 
com a vertical z. 
3.6.2 Velocidade com Gradiente Constante 
O estabelecimento da função peso correspondente ao modelo de velocidade com gradiente 
constante é especificada mediante a substituição das expressões apresentadas em (2.76) na 
expressão (3.27). O resultado é 
W(2.5D) (< ) = Co [cose + C0S <>m] 
KH <,,T/ ~ : (u.u.)y u].-
(3.73) 
onde Up é dado por {2.36). 
3.6.3 Vagarosidade Quadrada com Gradiente Constante 
Para este modelo de velocidade a função peso é especificada mediante a substituindo (2.75) 
até (2.78) em (3.27). O resultado pode ser escrito como 
W(2.5D)(< ) = CÕ[cose + COS <>m] 
KH .,, 7] I 1 ' 
2c(TJ)Ust7gyap CsCg 
(3.74) 
onde Ui e Ci (i= s,g) são dados por (2.76) e (2.79), respectivamente. 
3.6.4 Logaritmo da Velocidade com Gradiente Constante 
Para finalizar. a função peso da representação de Kirchhoff-Helmholtz para o modelo loga-
ritmo da velocidade com gradiente constante é estabelecida utilizando (2.82) e (2.84) em 
(3.27). O resultado é por 
(3.75) 
onde ai e Yi (i= s, g) são dados por (2.82) e (2.84), respectivamente. 
35 
3.7 Resumo 
Este capítulo foi destinado ao estabelecimento da integral de Kirchhoff-Helmholtz em 2.5D; 
a ill!la descrição completa das fórmulas analíticas para o parâmetro do raio a) o fator de 
espalhamento geométrico L(2D), a distância horizontal entre a fonte s (ou receptor g) e m, 
o tempo de trânsito T, num meio verticalmente não homogêneo. Além disso, apresentamos 
as expressões especificas desses parâmetros para quatro modelos de velocidades {constante, 
gradiente constante, vagarosidade quadrada com gradiente constante, logaritmo da veloci-
dade com gradiente constante) que serviram como ferramentas para o estabelecimento das 
funções pesos correspondentes a cada l.llila dessas situações. 
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Capítulo 4 
INTEGRAIS DE MIGRAÇAO DE 
KIRCHHOFF 
4.1 Introdução 
Este capítulo tem a finalidade de estabelecer a representação conhecida na literatura por 
integral de migração de Kirchhoff (ou integral de empilhamento de difrações) (Schleicher 
et al., 1993) correspondente a cada tipo de situação mencionadas nas considerações básicas 
deste trabalho. 
O desenvolvimento desta operação se dá de forma totalmente análoga ao desenvolvi-
mento do capítulo anterior sobre a integral de Kirchhoff-Helmholtz, isto é, faremos uso das 
expressões estabelecidas, no capítulo das considerações básicas para os parâmetros do meio 
no sentido de especificar a integTal de migração de Kirchho:ff para a situação 2.5D, para o meio 
·verticahnente não homogêneo e para os modelos de distribuições de velocidades ·verticais. 
A seção, a seguir, é reservada aos aspectos gerais em 3D que deverão motivar a construção 
da integral de migração de Kirchhoff, bem como a apresentação de sua forma compacta. 
Nós assumimos no desenvolvimento deste e dos próximos capítulos que o registro sísmico 
seja constituído de traços sísmicos analíticos (analítico no sentido de que ele é formado 
do registro real (sinal da fonte) mais sua transformada de Hilbert como parte imaginária). 
Estes traços são superposições de eventos de reflexões primárias especificados por U(Ç, t) = 
U(s(ç), g(Ç), t) e comumente bem descritos pela Teoria de ordem zero do raio. 
4.2 Forma Compacta 
A elaboração desta representação se dá mediante uma grande soma de objetos definidos 
dentro de um conjnnto designado conjnnto de abertura (domínio constituído dos parâmetros 
correspondentes as fontes e receptores). Esses objetos são decompostos num produto de dois 
fatores: o primeiro, uma função peso e o segundo: eventos de reflexões sísmicas elementares, 
onde temos inseridas amplitudes que estão distribuídas numa seção sísmica ao longo da 
superfície de tempo de trânsito de difração (ou superfície de Huygens) (Schleicher et al. 1 
1993). 
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Com o intuito de explicar a forma compacta da integral de migração de Kirchhoff. conside-
ramos inicialmente a representação (Tygel et al., 1994a). 
V(m) = -2~1 L d2~WDs(~,m) au~,t) 
t=rv(Ç,m) 
(4.1) 
onde m = (x, z) denota um ponto fixo em profundidade onde a migração V(m) deverá 
ser descrita e &U~, t) é a derivada no tempo do traço sísmico U(~, t) = U(s(Ç), g(Ç), t) 
registrado no geofone (receptor) g(Ç), correspondente a uma fonte pontual s(Ç). 
O conjunto de todos os pares de fontes-receptores pertencentes à configuração escolhida 
é descrito por um parâmetro bidimensional l; = (6,!;2), que varia no conjunto de abertura 
A para a migração. Todos os dados da amplitude encontrados ao longo da linha de empi-
lhamento t = rv({,m) são multiplicados por uma função peso W~vs(l;:m) e então somados. 
Esta descrição é referente a um ponto m fixo. Realizamos esta operação para uma malha 
(rede) de pontos m na região de interesse (Figura 4.1) e então slecionamos apenas aqueles 
pontos cujas amplitudes assinaladas representam uma contribuição significativa. Estas con-
tribuições servirão para localizar a imagem em profundidade e ao mesmo tempo estabelecer 
as amplitudes. Convém observar ainda que a amplitude assinalada é conhecida como ampli-






Figura 4.1: ilustração da integral de empilhamento de difrações. Os dados de amplitudes 
encontrados ao longo da linha de empilhamento t = rv(Ç,mR) quando multiplicados pelo 
peso Wvs(Ç,mn) e depois somados possibilitam uma contribuição que será assinalada em 
V(mR)· Os dados de amplitudes encontrados ao longo da linha t = rv(Ç, m), quando 
multiplicados por nrvs(Ç, m), depois, somados, não deverão apresentar contribuição para o 
processamento. A razão desta diferença consiste no fato de que IDR é um ponto situado na 
interface de reflexão e m é um ponto arbitrário1 porém1 situado abaixo desta interface. 
Suponhamos agora que a reflexão primária seja bem descrita por 
U(ç, t) = Uo(E)f(t- TR(E)), (4.2) 
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onde f é o pulso analítico e 
(4.3) 
com as quantidades dadas por r R(~), A(~), L(~) e R,{~,~), representando o tempo de trânsito 
de reflexão, o fator de perda de amplitude, o fator de espalhamento geométrico e o coeficiente 
de reflexão da onda plana, respectivamente. Com a finalidade de avaliar assintoticamente a 
integral de empilhamento de migração ( 4.1) '\'RIIlOS escrevê-la da seguinte forma: 
V(m, t)"'- 2~ j L d2€Wvs(€,m)U<J(€) !f[t + rv{Ç,m)- TR(OJ, {4.4) 
para ser entendida como V(m, tJI~o = V(m). A representação integral {4.4) é a forma 
compacta da integral de empilhamento de migração (Tygel et al., 1994a). 
4.3 Avaliação Assintótica - Fora do Plano 
Esta seção tem por finalidade estabelecer a integral de migração de Kirchho:ff em 2.5D. 
Assnmimos que os pares de fontes-receptores {s{6,Ç",),g(6,6)) estejam dentro do plano de 
dependência e possam ser identificados como 
Neste caso: o conjunto de abertura A da migração é estabelecido utilizando-se a coordena-
da 6 que varia num intervalo da forma [a, a,] para especificar as funções x,(6) e xg{~1 ) 
dentro do plano de dependência dos parâmetros. Já a coordenada 6 apenas deverá sele-
cionar o plano de simetria que os pares de fontes-receptores deverão pertencer. Diante disto. 
substituindo o conjunto, 
A={~= (6,6) I 6 E [a, a,] e 6 E R}, {4.5) 
na representação (4.4) e aplicando a transformada de Fourier, obtemos 
iwF(w) 1"' L V(m,w) - - 2,. ., d6 -= d~2Wvs(~,m)U<J(€) 
X exp{ iw[rv{~,m)- TR{~)]}· (4.6) 
Aplicando o método da fase estacionária (Bleistein, 1984) na representação integral (4.6). 
temos 
(-iw)'I2F(w) 1"' (25D) 
V(m,w) - {Zr.)'/2 "' ~,Wvs (ç,m)UQ(Ç,) 
X exp{iw[rv(6,m)- TR(ç,)]}. {4.7) 
De forma análoga ao desenvolvimento da integral de Kirchhoff-Hehnholtz, agora são as fontes 
e os receptores que dependem da variação de apenas um parâmetro, 6, já que iremos escolher 
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o plano de simetria 6 = O. Portanto, vamos utilizar simplesmente e nos argumentos das 
funções ao invés de (6,{2 = 0). As funções que aparecem na representação (4.7) podem 
então ser identificadas da seguinte forma 
wb~-'DJ(ç, m) 
TR(Ç) 
(2.5D)( ) ( ) ( Wvs 6, O, m , Tv Ç, m ~ Tv Ç,, O, m), Uo(Ç) ~ Uo(6, 0), 
( ) .(2M)( ) 1/2 • ( TR 6,0 e Wvs Ç,m ~ <YF Wvs Ç,O,m). (4.8) 
Lembramos que rJp é expresso pela equação (2.36) e W DS é a função peso dada em Tygel et 
al.(1996), que deverá ser apresentado na próxima seção. 
De volta ao domínio do tempo, nossa representação ( 4. 7), após a aplicação da propriedade 
[ 
dl/2 l 
:F d(-t)'l2f(t) ~ -J=iWF(w) (4.9) 
conhecida como transformada de Fourier da derivada (na variaVel -t) de ordem n = 1/2 
(Oldham: et al.,1974), pode ser escrita como 
1 1«2 ~(2.5D) V(m,t) "' -./2ii ., d6Wvs (6,m)Uo(Ç,) 
dl/2 
X d( -t)l/2f[t + (Tv(6,m)- 7R(6))], 
a qual é denominada integral de migração de Kircb:hoff em 2.5D. 
Função Peso 
(4.10) 
Agora, vamos especificar os termos integrantes da função peso (4.8), inicialmente fazendo 
uso da expressão (Tygel et a!., 1996 e Jararrúllo et a!., 1998) 
(4.ll) 
onde Ls e Lg são os fatores de espalhamento geométrico ao longo dos segmentos dos raios 
sme mg, hB o determinante de Beylkin em 3D e O:m o ângulo que o raio faz com a 
componente em profundidade, respectivamente. A utilização das equações (2.29), (2.61) em 
(4.11), nos permite escrever 
(4.12) 
onde aqui h.B é o determinante de Beylkin em 2D. Substituindo a função peso (4.12) em 
(4.8), segue que 
c2(m)h L(2D) L(2D) 
m(2.5D)(< ) _ B , g J + 
n DS ..,,m - 2 2 lTs <7g, 
COS Ctm 
(4.13) 
que é a função peso a ser usada na representação ( 4.10), a fim de obter a integral de migração 
de Kirchhoff com verdadeira amplitude em 2.5D. 
4.4 Avaliação Assintótica - Dentro do Plano 
Vamos apresentar a avaliação assintótica da representação (4.7) com a finalidade de esta-
belecer o sismograma em 2.5D e depois comparar com o sismograma (Tygel et al., 1996 e 
Jaramillo et al., 1998). Com este propósito, consideramos a integral 
J(w) ~ 1"' d(WjJ;sv)((,m)Uo(() 
., 
x exp[iw(rv((, m)- Tn(()]· (4.14) 
O uso da fórmula da fase estacionária permite escrever 
onde 






, ~ .nal (&'[rv((,m)- rn(mJ ) 




com Ç = Ç* o ponto estacionário de Tv{Ç,m)- TR(Ç). Logo: substituindo a expressão 
(4.15) em (4.7), obtemos 
V(m,w) "'F(w)r~ffDl((',m)Uo(Ç)exp[íw(rv(Ç',m)- Tn{Ç'))], (4.17) 
sendo 
r
(2.5D)(<• )~ wg;v)(Ç',m)exp(-í~(1-(li,+1)/2)]_ 
= ,,m ~ 
iP(rv(Ç,m)- rn(Ç)) I 
&ç' ,~-
(4.18) 
Definindo a matriz hessiana para esta situação de forma análoga a matriz Href expressa 
em (3.42) para a integral Kirchho:ff-Helmholtz. temos 
(4.19) 
segue que 
d A,. ~ (&'rv(Ç,m)) (iPrv(Ç,m)). et ,1 &Ç' i)y' (4.20) 
Portanto, substituindo as expressões (4.8) e (4.20) em (4.18), após algumas simplificações é 
possível concluir que o traço migrado apresentado em (4.17) coincide com o sismograma em 
3D obtido em Tygel et al. (1996), com correções em Jaramillo et al. (1998), quando avaliado 
em (6, O, m) = (Ç'", m)_ sob a simetria cilíndrica do meio. 
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4.5 Meio Verticalmente Não Homogêneo 
Para este tipo de meio apresentaremos a função peso e a linha de empilhamento. 
Função Peso 
Substituindo (2.62) em (4.13), obtemos 
Wj;_;.SD)(~,m) = c(m)L~2D)L~2D)y'(a,+ug) [cos~ + cos<4,] 
as ag 
( 4.21) 
com c(m) representando a velocidade num conhecido ponto m em profundidade e onde as 
quantidades u,, cosa;., Lj'D) (i= s,g) são dadas pelas expressões (2.52), (2.53) e (2.55), 
respectivamente. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento de migração para este caso é estabelecida mediante a utilização da 
expressao 
Tv(~,m) =- + . 1 (!'m n2(z')dz' J.'m n2 (z')dz' ) 
Co o y'n'(z')- sin2 ifo o Jn'(z')- sin2 a~ (4.22) 
4.6 Casos Analíticos 
Nesta seções serão obtidas expressões analíticas para as linhas de empilhamento e as funções 
pesos de m.igTação para os quatro modelos de velocidades verticais apresentados na intro--
dução deste trabalho. 
4.6.1 Velocidade Constante 
Função Peso 
Substituindo as eXPressões (2.68) e (2.69) em (4.21), podemos escrever 
(4.23) 
onde as quantidades ti (i= s, g) são dadas em (2.72). A função peso (4.23) pode ser vista 
na Figura 4.2(b). 
Linha de EmpiJhamento 
Substituindo o modelo de velocidade c= Co na equação (2.56), obtemos 
(4.24) 
que é a linha de empilhamento para o modelo de velocidade c = Co· Esta rele>rante equação 
é conhecida como equação da raiz quadrada dupla (veja Figura 4.2(a)). 
ilustrações Numéricas 
As situações apresentadas pela Figura 4.2, ilustram num meio homogêneo com velocidade 
3.5km/s, em (a) a linha de empilhamento de migração de Kirchhoff e em (b) a ftmção peso 
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da integral de migração de Kirchhoff. Estas ilustrações sãv cu1responclemes aos pumu~ 
m 1 (0. 0.5). m 2(0. 0.7) e m~(O . 1) em prufimdida.de. leYandu-se em conta nma c·unfigmaçàu 
de fontes receptores com afastamento comum. 
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tbJ 
!.i'igma -L :2: (a) Linha de empilhamentu de migração. (b) Funçõ.u pes0 dE' migração. .·unbas 
sàu correspondenLes a um meiu homogeneo. ilustradas leYando-se em cunta tU11 modelo de 
n•lucidade consrante de 3.5 km/ s e 0s pontos m (O. 0.5). m (O. O. i ) e m (O. 1) em prutimdidade. 
respecti,·amente. 
A seguir apresentaremos algtunas ilustrações à respeito da aplicaçàu da integral de mi-
gração de Kirchhoff (4.10). para obtenção de imagens migradas . .\'a Figura -!.:3 obsetTamos 
em (a) a seção sísmica correspondente a 1m1 impnlso em .r = O lon e I =- ls num meio cúm 
,·elocidade de 3.5 km/ s. ,·ariação da linJ1a de tempo de 0.1 s até :1.1 s. coordenadas du punto 
médio Yariando de -2.5 km até 2.5 km. e levando-se em conta nma confignraçãu de fontes-
receptores com afastamento commn. Em (b) sua correspondente imagem migrada (resposta 
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Fig1u·a -t3: (a) Seção sísrnica de um impulso ern .r= O krn e I = ls. (b) Imagern migra<la 
em profimdidade de wn impulso (resposta do impulso). 
:\a Figtu·a -!.-!. obserYamos a imagem migrada relati,·a a tml refietur CUIT ú mrm meio 
homogéneo com velocidade de 2 km/s. \·anaçao da linha do tempo de 0.3 s a té 0.81 s. 
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coordenadas do ponto médio ·variando de -0.5 km a 0.5 km e levando-se em conta uma 
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disáiDcia(km) 
(b) 
Figura 4.4: (a) Seção Sísmica. (b)Imagem migrada. 
4.6.2 Velocidade com Gradiente Constante 
Ftmção Peso 
A função peso para este tipo de situação é estabelecida mediante a substituição das expressões 
contidas em (2.72) na equação (4.21). O resultado após algumas simplificações algébricas: 
pode ser escrito como 
(4.25) 
onde O"i (i= s,g) é especificado pela fórmula (2.76). 
A função peso (4.25) é ilustrada para alguns pontos em profundidade na Figura 4.5(b). 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento, para este tipo de situação é estabelecida resolvendo a integral 




(i= s,g) , (4.27) 
com ~ e a. dados em (2.68) e (2.76). respectivamente. 
A expressão ( 4.26) é a linha de empilhamento para um meio com modelo de velocidade 
com gradiente constante e é ilustrada para alguns pontos em profundidade na Figura 4.5(a). 
44 
llustrações Numéricas 
::'\a fi'igura 4.5 obserYamos em (a) a linha de empilhamento de migraçao e em (b) a hmçàv 
peso de migração. Ambas correspondem a um meio com modelo de ,·elucidade cum gradiente 
constante. as quais são ilustradas para c= 3 + :. 
fanto a fimçào peso quanto a linha de empilJ1amento são constnudas considerando vs 
pont0s m 1 (0. 0.5). m 2(0, 0./) e m 3 (0. 1) em profundtdade e le,·ando-se em cunra uma cun-
fignraçào de fontes-receptores com afastamento com1un. 
Funç.4" P•;.o de ;.,,~nç.1<" t. .. n.dJf!nt@ C.tuu.t 1l'~A 
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tJtll:ldnc-td{krr) d1SI 3HCI•l"fl' 
la) (b) 
Figma -L): (a) Linha de empilhamento de migração. (b) A fimção peso de migração. 
:\a Figura -!.6 obserYa-se a imagem migrada de 11111 impulso em .r = O km e l = 0.-.-
s. O modelo consiste de um meio com ,·elocidade com gradiente constante expresso por 
c= 3+z. variação da linha de tempo de 0.1 s até 1 s. coordenadas do j)Onto médio \'ariando 
de - 2.5 km até 2.5 km e uma configmação de fontes-receptores com afastamento com1un. 
A CútTespondente imagem migrada é obtida em profundidade na regiãv rnjas cuordenadas 
horizontais Yariam de -1.5 km até 1.5 km e profundidade ,·aliando de 0.-! km até 1 krn. 
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Figtu·a -!.6: (a) Seção sísmica de nm impulso em ;t; =O km e I = 0.8s. (b) Imagem migrada 
(Resposta do Impulso). 
4.6.3 Vagarosidade Quadrada com Gradiente Constante 
F\m.ção Peso 
A substitmção de (2.15) . (:2.16) e (2.11) dentro da expressão l-L2l). possibilita escn:'Yer 
( -!.~8) 
onde as quantidades (T! e cl (i= s. g ) são dadas em (:2. 19) e (2.8~). respecti\·amente. 
A expressão (-1:.28) é a função peso para es te tipo de situação e e ilustrada para alglU1S 
puntos em proftmd.idade na Figma -tl(l>). 
Linha de Empilhamento 
A resolução da inregral (4.22) mediante o nso do mudelo de Yagarusidade qnadrada com 
gradiente constante possibilita escre\'er 
(crs + a-8 ) (-1- ..L 1_) 
r 6 2( -) ' .2 c - (o ( -1:.29) 
onde as quantidades {i e O"i (i= s, g) sãu dados pelas expressões (2.6B) e (2.15). resf.>ec-
ti\·amente. 
Purtanto. a expressão (-!.29) é a linha de empilhamemu desejada para este tipo de situação 
e está ilustrada na Figma -!.7(a). 
Ilustrações Numéricas 
~a figtu·a .J:.'I. temos em (a) a ilnstraçãu da linha de empilhamento de migração e em (l>) 
a fimção peso de migração. Ambas são correspondentes a um mew com modelo de Ya-
garosidade quadrada com gradiente constante. as q11ais são ilustradas leYando-se em conta 
uma \'eloódade inicial de 3 km/s. onde neste caso o g1:adiente fJ = -O.O-l86 ç 1. Tanto 
a função peso quanto a linha de empilhamento são cuns truídas considerando-se os pontus 
mt(O. 0.5). m 2(0, O. 7) e m 3 (0. 1) em pro!imdidade e mna configma<:ào de fontes-receptores 
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Figma 4.7: (a) Linha de empilhamento de migração. (b) A funçãu peso de migração. 
:\a Figma -!.8. observamos a. imagem migrada de um impulso em .1: =O 1an e f = 0.5s. O 
1 1 
modelo consiste de nm meio com vagarosidade quadrada ·( -) 2 = ·~z + g;; com 1m1 gradiente (_ ~ ·J 
g = 0.0-!86 s - 1. variação da linha de tempo de 0.1 s até 1 s. coordenadas du ponto médio 
-!6 
variando de -2.5 km até 2.5 km e levando-se em conta uma configuração de fontes-receptores 
com afastamento comum. A correspondente imagem migrada é obtida em profundidade na 
região cujas coordenadas horizontais variam de -1.5 km até 1.5 km e produndidade variando 
de 0.4 krn até 1 km. 
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(b) 
Figura 4.8: (a) Seção Sísmica de um impulso em x =O km e t = 0.5s. (b) hnagem migrada 
(Resposta do impulso). 
4.6.4 Logaritmo da Velocidade com Gradiente Constante 
Função Peso 
A função peso correspondente a este tipo de situação é estabelecida colocando (2.81) e (2.82) 
dentro da expressão (4.21) mediante a combinação dos resultados apresentados em (2.84) e 
(2.87). O resultado após algumas simplificações é dado por 
W(2.5D) ( . ) - 1 ( g s ] JY.Yv- I 1 1 DS Ç,m - - (T5 COSam + (Tg cosam y .t.s!g\{ - +-Co J (T$ (Tg (4.30) 
onde as quantidades (Ti , Yi (i= s, g) são dadas por (2.85) e (2.87). 
A expressão (4.30) é a função peso para a integral de migração de Kirchhoff, para um 
meio com este modelo de velocidade acima. A função peso (4.30) está ilustrada na Figura 
4.9(b). 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento é estabelecida resolvendo a integral (4.22) para o modelo de loga-
ritmo da velocidade com gradiente constante. O resultado é dado por 
(4.31) 
onde Y; para (i = s, g) é dada por (2.83). 
A expressão (4.31) pode ser vista ilustrada na Figura 4.9(a) para alguns pontos em 
profundidade. 
llustrações Numéricas 
Na Figura 4.9, observamos em (a) a linha de empilhamento de migraç..ão e em (b) a função 
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peso de migração. Ambas são correspondentes a um meio onde modelo de logarúmo da 
\'elocidade é dado por In c(.:) = ln3 + g;; com gradiente neste caso g = O.:l86 l.:m-1• Tantu 
a ftmçàu peso quanto a linha de empilhamento são construidas considerando-se os pomos 
m 1(0. 0.5). m2(0. 0.1) em3(0.l) em profundidade e tm1a con:fig1.u·açào de fontes-receptores 
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Figma -4,.9: (a) Linha de empilhamentu de migraçãu. (b)Fnnçào Peso de migração. 
:\'a Figm·a -1:.10 obserYanlos a imagem migrada de ttm impulso em .r = O km e I = 0.9s. 
O modelo neste caso consiste do logarítmo da velocidade In c(;;) = ln 3 + g;;. com gradiente 
g = 0.286 km- L. linha de tempo variando de 0.1 s até 1.5 s. variação da posição média 
de -:2.5 km até 2.5 km e leYando-se em conta tuna configuração de fontes-receptores com 
afastamento comum. À correspondente imagem migrada em profundidade é obtida na região 
cuja linha horizontal Yaria de -2.5 km até 2.5 km com profundidade Yariando 0.1 km até 
2.1 k:rn. 
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(3) (b, 
Figma -1:.10: (a) Seção sísmica de um impulso em .r= O lan e t = 0.9s. (b)Imagem migrada 
(Resposta do Impnlso). 
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4.7 Resumo 
O presente capítulo apresenta a integral de migração do tipo Kirchhoff para as situações em 
2.5D e para um meio verticalmente não homogêneo. Além disso, fornece fórmulas analíticas 
para as linhas de empilhamento e para as correspondentes funções pesos para os quatro mo-
delos de dist ribuições de velocidades (constante: gradiente constante,vagarosidade quadrada 
com gradiente constante e logaritmo da velocidade com gradiente constante). 
Convém observar que apesar das expressões que representam as funções pesos e linhas 
de empilhamento não apresentarem semelhanças em suas formas analíticas, as ilustrações 
numéricas exprimem o quanto elas são semelhantes. Isto ressalta o aspecto discutido na 
introdução de que se um meio puder ser bem descrito por um destes modelos de velocidades 
então as informações à respeito do meio serão bem aproximadas. 
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Capítulo 5 
-INTEGRAIS DE DEMIGRAÇAO DE 
KIRCHHOFF 
5.1 Introdução 
Apresentaremos neste capítulo a representação de demigração correspondente a cada tipo 
de distribuição de velocidade citada no desenvolvimento das considerações básicas. 
A integral de demigração de Kirchhoff tem por objetivo a recuperação (ou reconstrução) 
dos dados originais mediante o uso de dados migrados (imagem em profundidade) produzidos 
por exemplo por uma operação de migração do tipo Kirchhoff. 
Na primeira parte deste capítulo estabeleceremos a sua forma compacta. Depois: pro-
cedemos a avaliação assintótica fora do plano de dependência dos parâmetros, a especificação 
da correspondente função peso, a avaliação assintótica dentro do plano de dependência e a 
apresentação dos resultados referentes a função peso e a linha de empilhamento para os di-
versos modelos de velocidades verticais mencionados na introdução deste trabalho. Por fim, 
apresentaremos algumas ilustrações numéricas tanto para a função peso quanto para a linha 
de empilhamento. 
5.2 Forma Compacta 
Esta seção tem a finalidade de apresentar uma forma compacta para a integral de demigração 
de Kirchhoff. 
Com o intuito de facilitar o entendimento dos aspectos que deverão nortear nosso desen-
Yolvimento citamos dois domínios que constituem oh jetos de considerável importância para 
os nossos objetivos: o primeiro conhecido como espaço de registro (ou dados) e representado 
por (Ç, t), no qual registramos os tempos de trânsito ou tempos de chegadas e o segundo. 
estabelecido em profundidade e descrito por (x,z). 
A integral de migração de Kirchhoff. transforma eventos, em particular, do domínio 
(~, t) em eventos em profundidade, isto é, em (x, z). Suponhamos que estes eventos em 
profundidade sejam descritos por ÇP(x, z) (i.e., a imagem migrada seja descrita por esta 
função). Ou mesmo que esta imagem seja produzida, por exemplo, através de uma operação 
de migração. Assumimos também que esta imagem esteja definida para uma malha de pontos 
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m = (x,z). 
Assim, de posse destes comentários definimoo para um ponto fixo n = ( Ç, t) com ç 
no conjunto de abertura E~ a integral de demigração, pela seguinte expressão matemática, 
(Tygel et al., 1996), 
w(n) = _.!:._! { dxW,5 (x,n) 88'!> (x,z) 271" }E Z 
z=(J(x,n) 
(5.1) 
onde n = (Ç, t) é um ponto fixo no domínio do tempo, cujo resultado da demigração W(n) 
d ' · alad &i!>(x,z) ' d · da "al 1 ' fundid d ( · ) evera ser assm o, az e a enva parcr em re açao a pro a e vertical z 
calculada ao longo da linha de empilhamento (isócrona) z = ( 1 (x, n) dentro do conjunto de 
abertura da demigração E e Wrs é a função peso (Tygel et al., 1996 e Jaramillo et al., 1998), 
dada por 
- 1 
Wrs(x, n(Ç, t)) = 2L=,(I;)Lm,g(l;) cos' .6 (5.2) 
Aqui z = (1 (x, n) é a superfície definida como o conjnnto de todos os pontos da forma 
m 1(x, ( 1{x,n)), para os quais a soma do tempo de trânsito Tv(Ç, m 1 ) ao longo dos segmentos 
do raio seja constante e igual ao tempo fixo t, f3 é o ângulo em m 1 de mergulho relativo 
a isócrona ( 1{x, n). No caso em que o refletor é tangente à superfície isócrona, então este 
ângulo de mergulho {3 é também do refletor. Finalmente tanto 4m.1 quanto Lm1g tem o 
mesmo significado como mencionado anteriormente nas considerações básicas. 
Considere a imagem migrada dada por 
i!>(x, z) = 'l>o(x)f[mn(x)(z- (R(x))], (5.3) 
sendo z = (R(x) a superfície de reflexão em profundidade e 
( ) _ 8rn(l;,m) I mv x- a-
k z=(R(x) 
2 cos O:m cos fim 
-
c(m) (5.4) 
o fator de estiramento vertical da imagem migrada em profundidade, em que O:m é o ângulo 
que o raio b f sm (mg) faz com a normal em D1: /3m o ângulo que a normal faz com o ei."{o 
vertical (profundidade) e c é a velocidade. Agora, substituindo (5.3) na representação (5.1): 
segue que, 
IP(n) = 2~ j k dx Wrs(x,n)'l>o(x) mn(x) !flmn(x)(z- (R(x))] (5.5) 
z=(J(x,n) 
que é urna forma compacta para a integral de demigração de Kirchhoff. 
5.3 Avaliação Assintótica - Fora do Plano 
Para apresentar a representação integral conveniente em 2.5D, vamos iniciahnente especificar 
o conjunto de abertma1 isto é, da mesma forma como procedemos nos capítulos anteriores, 
as particularidades do meio nos permite escrever 
(5.6) 
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onde os extremos ~:1 e ~:2 são os limites do conjunto de abertw-a da demigração. 
Visando efetuar a avaliação assintótica de (5.5), vamos usar (5.6) em (5.5) reescrita como 
W1 (n,t) - 2
1 [' dxr [ dx,Wrs(x, n)i!>o(x)mv(x) 
'/T "I -00 
X !t[t + mv(x)((r(x,n)- (R(x))] (5.7) 
para ser compreendida como w1 (n, t)i~ = w(n). 
Aplicando transformada de Fourier em (5.7), obtemos 
iwF(w) 1" [ Wr(n,w) - 211" " dxr -= dx,Wrs(x,n)i!>o(x)mv(x) 
X exp[iwmv(x)((r(x, n)- (R(x))]. (5.8) 
Considere a integral 
I(w) = [ dx2Wrs(x,n)i!>0 (x)mv(x)exp[iwmv(x)((r(x,n)- (R(x))]· (5.9) 
Para efetuar a avaliação assintótica de (5.9), definimos 
Ti(x,n(~,t)) = mv(x)((1(x,n)- (R(x))· (5.10) 
Da mesma forma como no desenvolvimento da integral de migração suponhamos que exista 
x2 = x2 tal que 
8Ti(x,n(~,t))l =O· 
8x2 ___ . 
~2-~2 
(5.11) 
Então, fazendo uso da fórmula da fase estacionária na representação integral (5.9), e selecio-




exp[iwmn(x1 , O)((r((xr,O),n)- (R(x~, O))] 
l/2 
D'[mv((r(x, n)- (R(x)] I 
8x~ a:;==O 
52 
. 1 1 
- 1-+-




conforme equação (A.20) apresentada no desenvolvimento do Apêndice A. 
Agora, escrevendo os argumentos das funções envolvidas em {5.12) com x ao invés de 
(x, 0), a substituição de (5,12) em (5.9) e posteriormente em (5.8) nos pennite escrever 
onde. neste caso, 
w,(n,w) (iw)112F(w) 1'' rfxp(2.5D)( )i!> ( ) (27r)1/2 ~I IS x~n O X 
X exp[iwmv(x)((I(x,n)- ((x))] 





Finalmente~ vamos estabelecer a contrapartida no tempo da representação (5.15). Aplicando 
a transformada de Fourier à (5.15) (Bleistein, 1986) e usando a propriedade (3.23) da derivada 
temporal t de ordem n = l, obtemos 
1 1E2 (2 5D} dl/2 
w(n) ~ w(n, t)l~ ~ = dx P,i (x,n)i!>o(x)d 1/2f[mv(x)(ÇI(x,n)- ((x))]- (5.17) v~ 4 t 
que após o uso da propriedade {Oldbam et aL 1974) 
dl/2 dl/2 
dx112 f(ax) ~ .j{a) [d(ax)]'f2f(ax) (5.18) 
nos permite obter 
1 1E:J (2.5D) J d1f 2 
w(n) ~ rn= dx,Pis (x,n)il>o(x) I d-112 f[mv(x)(z- Ç(x))] - (5.19) 
v2r. Et ymn(x) "' z=(I(:t:,n) 
Portanto, a representação no domínio do tempo é dada por 
1 [2 (2.5D) 81/2 -I 
w(n) "' = dxWis (x,n) 8 _,12 il>(x,.) , V 2r. Et "- z=(r(x,n) 
(5.20) 
onde 
_,2_5n) Wrs(x, n),jmv(x) Wrs (x,n) ~ 1/2-
1 
il'[mv(x)(ú(:j_n) Cn(x)]l I 
&.x2 x;=O 
(5.21) 
Substituindo as expressões (2.29) em (5.2) e posteriormente em (5.21) temos 
(2.5D) ,jmv(x) 
W,s (x,n(Ç,t)) = (2D) (2D) '(3 I( )' 2L'S Lg COS V Us + Ug 
(5.22) 
que é a função peso desejada para a integral de demigração de Kirchhoff em 2.5D estabelecida 
pela expressão (5.20). 
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5.4 Avaliação Assintótica - Dentro do Plano 
Esta seção tem a finalidade de verificar se os dados migrados são recuperados pela integral 
de demigração (sismograma em 2.5D). 
Com este fim, vamos considerar 
onde 
(iw) 112F(w) 
w,(n,w)"" (2r.)'/2 J.(w) 
[
2 (25D) J.(w) = dxWJi (x,n)<l>o(x) 
,, 
x exp[iwmv(x)((I(x,n)- (R(x)]· 
(5.23) 
(5.24) 
De forma análoga ao desenvolvimento da avaliação assintótica fora do plano de dependência 
para a integral de migração de Kirchhoff, definimos 
T2(x,n) = mv(x)((I(x,n)- (R(x)). 
Suponhamos que exista lllil único ponto estacionário x = x* tal que 
DT2(x,n) I =O· 
âx z=· 
Então, aplicando o método da fase estacionária na integral (5.24): obtemos 
J(w) <o< v'21f W};SD)(x•, n)\!>o(x•) exp[ip,r. /4] 
onde 
p, =sinal ( a'[mv(x)((J~:~n)- (n(x))]I.J. 
Assim: substituindo a expressão (5.27) em (5.23), segue que 
W1 (n,w) ~ F(w)r\~SD)(x',n)<!>o(x•) 
x exp[iwmv(x")((I(x"),n)- (R(x.))] 
onde 
r(2-SD)(x" n) = wj;SD)(x•, n) exp[ij{l + (p1 - 1)/2)]_ 








Portanto, a expressão (5.30) é o sismograma em 2.5D. Este sismograma coincide com os 
dados não migrados apresentado em (Tygel et al., 1996 , Jararnillo et aL, 1998), para maior 
detalhes veja o desenvolvimento do Apêndice A. 
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5.5 Meio Verticalmente Não Homogêneo 
Função Peso 
A função para este tipo de situação é obtida substituindo-se o modelo de velocidade 
c= c(z) dentro de (2.53) e {2.56) a fim de encontrar inicialmente as quantidades ai e L~2D), 
(i= s,g): que posteriormente colocadas na expressão (5.21) deverá produzir a função peso 
desejada. 
Linha de Empi1bamento 
A linha de empilhamento para a demigração é dada implicitamente pela equação {4.22), isto 
é, Tn(Ç, m) = t, com Ç que define fontes e receptores fixos e (x,z) variáveis. 
5.6 Casos Analíticos 
As seções a seguir tem por finalidade apresentar a função peso e a linha de empilhamento para 
os modelos de velocidades verticais (constante, gradiente constante, vagarosidade quadrada 
com gradiente constante e logaritmo da velocidade com gradiente constante). 
5.6.1 Velocidade Constante 
Função Peso 
Substituindo (2.68) e (2.69) em (5.21), obtemos 
W(2.5D)( ) - «J.,jmv(x) 
18 x,n - 2cos2 ,6(t.+t.) (5.31) 
onde as quantidades 4 (i= s,g) e mn(x) são apresentadas pelas expressões (2.68) e 
(5.4), respectivamente. A expressão (5.31) é a função peso correspondente a integral de 
demigração de Kirchhof! para o modelo de velocidade constante. (Veja Figura 5.1(b)). 
Linha de Empilhamento 
Para um ponto fixo n = ( ~, t) no domínio do tempo e variando m = ( x, z) a equação 
rv(Ç, x, Ç1(x,Ç, t)) ~ t define implicitamente a linha de empilhamento de demigração (isócrona) 
z ~ (J(x: (, t). Portanto, resolvendo a equação (4.22) para z, obtemos 
onde 
Ç1(x: Ç, t) ~ b.,j1- (x- Xm(Ç))2/a2 
eot 
a=2, b - I 2 (X•- X•)' - ya - 2 




A e..'q)ressão (5.32) é a linha de empilhamento de demigração para o modelo de velocidade 
constante Figura 5.l(a). 
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Ilustrações Numéricas 
:\a Figma 5.1. obserYamos em (a) a linha de empilhamento de demigração e em (b) a ftmçào 
peso. Ambas. conespondem a l.lll1 meio homogêneo e são computadas pma os pontos nv 
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Figura 5.1: (a) Linha de empilhamento de derrrig1.·ação. (b) A flmção peso de demig1.·ação. 
Demigração da Imagem Migrada de um Impulso 
.:\a Figm·a 5.2. observamos a n•construç.ão do impn.lso obtido pela demigração da imagem 
migrada de mn impulso localizado em x = O km e t = ls num meio com velocidade de 3.5 
km/s. variação da linha de tempo de 0.1 s até 2.1 se coordenadas do ponto médio variando 
de -2.5 km até 2.5 km e afastamento comum entre fontes e receptores. 
M.G'>ACAO-lm>gom de "m !onpui<o ln~o•m Dom1grada do um lre~p-.ilio 
" "' 
"' I "' CC 00 
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Ponto Medi, ~-(a) ., 
Figma 5.2: (a) Imagem Migrada. (b) Imagem demigrada (recuperação do impulso). 
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Demigração da Imagem Migrada de um Refletor Curvo 
Na Figura 5.3, observamos a reconstrução da imagem obtida pela demigração da imagem 
migrada de um refletor curvo num meio cuja velocidade é de 2lan/s, linha horizontal variando 
de -0.5 km até 0.5 lan, a variação em profundidade de 0.5 km até 0.7 km e com afastamento 
comum entre fontes e receptores. Esta imagem é estabelecido na região cuja linha de tempo 
varia de 0.3 s até 0.81 s com coordenadas do ponto médio variando de = -0.5 km até 0.5 
lan. 
a 5 Sioonoar.-a=Meiu Homoaizwo • Rdletar Cunv 
'-~ 
'-~ 







Figura 5.3: (a) Imagem Migrada. (b) hnagem demigrada. 
Como sabemos (Tygel et al.:1996) os veículos responsáveis pela migração e demigração 
em altas freqüências constituem um par de transformadas, no sentido de que os dados de 
saída da migração na verdade são os dados de entrada para a demigração e vice-versa. 
Este fato é ilustrado pela Figura 4.3 em correspondência com a Figura 5.2 e pela Figura 
4.4 em correspondência com Figura 5.3. 
5.6.2 Velocidade com Gradiente Constante 
Função Peso 
A função peso para o modelo de velocidade com gradiente constante é estabelecida medi-
ante a subsitutição das quantidades dadas em (2.76) em (5.21). O resultado após algumas 
simplificações pode ser escrito como 
(2.5D)( ) ceoJmD(x) /1 1 
W 15 x,n = 2 ( ) 1,-+-2cos _f3as+ag yas ag (5.35) 
onde as quantidades <T; (í = s,g) são estabelecidas pela fórmula (2.76). A função peso (5.35) 
é ilustrada na Figura 5.4(b ). 
Linha de Empilhamento 
neste caso, a correspondente isócrona z = (I(x;Ç, t) é dada implicitamente pela equação 
(4.26) com rD(~, rn) = t para x.W e x.(Ç) !L-.:os e variando-se (x, z). A sua obtenção como 
fórmula analítica não é possível. Sua ilustração numérica está apresentada na Figura 5.4(a). 
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Ilustrações Numéricas 
:\a Figura 3.4. apresentamos em (a) a linha de empilhamento de demigração e em (b) a 
flmção peso de demigração para o modelo de velocidade com gradiente constante. 
::\este caso. tanto a linha de empilhamento quanto a função peso são constnúdas corres-
pondentemente aos pontos n1 (0, 0.3). n 2(0, 0.7) e fl3(0, 1) no domínio do tempo. com erma 
velocidade inicial de c0 = 3 lm1/s e um gradiente g = 1 s-1 . 
-1.5 _, 
o 
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Figm·a 5.--!: (a)A Linha de empilhamento de demigração. (b) A função peso de demigração. 
5.6.3 Vagarosidade Quadrada com Gradiente Constante 
Função Peso 
A subsituição de (2.76) dentro da expressão (5.21) permite escre·ver 
(5.36) 
onde (Ti e ci (i= s:g) são dadas por (2.75) e (2.78). respectivamente. 
A expressão (5.36) é a flmção peso para a integral de demigração para o modelo de 
vagarosidade quadrada com gradiente constante Figura 5.5(b). 
Linha de Empilhamento 
Para este modelo de velocidade a conespondente isÓcTona;:; = (r(;r;Ç,i:) é dada implici-
tamente pela equação (4.29) com rn(E,m) = t = constante para Xs(Ç) e Xg(Ç) fi."ms e 
variando-se (x, ;:;). 
A obtenção como fó1nmla analítica não é possíveL Sna ilustração numérica é apresentada 
na Figura 5.5(a). 
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Ilustrações Numéricas 
:\"a Figm·a 5.5. observa-se em (a) a linha de empilhamento de demigração e em (b) a função 
peso de demigração para o modelo de vagarosidade quadrada com gradiente constante. n 
estas ilustrações fazemos uso dos pontos n 1 (0, O.õ). n 2(0. 0.7) e n 3(0.1) no domínio do tempo. 
com mna \'elocidade inicial de c0 = 3km/s e tun gradiente 9 = -0.--!86 s2 jf{m3 . 
distanoia(km; tiiStarci•(krr) 


















F·:mção ?~so Cami~ão 'fãga<ostdade Quadrada 
"' 
Figum 5.5: (a) A Linha de empilhamento de demigTação. (b) A :ftmção peso de demigração. 
5.6.4 Logarítmo da Velocidade com Gradiente Constante 
Função Peso 
Substittúndo (2.86) dentro da expressão (5.21) podemos escreYer 
_.-(2.SD) _ _ CC{:jimD(X) ~ ;.2_ ~ 
llrs (x,n)- 2 P( )V1"l•ll + 
cos p 0'5 + crg y 0'5 crg 
(5.37) 
com cri e Yi (-i= s,g) são dadas pelas expressões (2.85) e (2.87). respectimmente. 
A expressão (5.37) é a -hmção peso de demigração para a distribuição logarítmo da ve~ 
locidade com gradiente constante Figma ô.6(b). 
Linha de Empilhamento 
Para este modelo de velocidade a conespondente isócrona ;; = ( 1 (:r: ç, t) é dada implici-
tamente pela equação (--!.31) com Tn((m) = t = constante para x5 (Ç) e xg(Ç) :fi..-x:os e 
yariando-se (x, .z). O resultado após algmnas manipulações algébricas pode ser escrita como 
onde 
V. cos(g(x- x,)) _co_s_c(g~('cx"'-~x•"-')-") ±- ± 
- 2T 2T 
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Portanto. a expressão (6.38) é a linha de empilhamento de demigração para o modelo de 
logarítmo da \'eloeidade com gradiente- constante Figura 5.6(a). 
Ilustrações Numéricas 
A Figura 5.6 apresenta em (a) a linha de empilhamento de de-migração e em (b) a flmção 
peso de de-migração para o modelo de logarítmo da velocidade com gradiente constante. 
Em ambas. as ilustrações são correspondentes aos pontos n 1 (0, 0.5). n 2 (0, O.i) e n 3(0, 1) 
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Figma 5.6: (a) A Linha de empilhamento de demigração.(b) A flmção peso de demigraçào 
para o modelo de logarfmo da velocidade com gradiente constante. 
Demigração da Imagem migrada de um Pulso 
~a Figura 5. 7. ilustramos a recuperaç.ão de um impulso obtido pela demigração da im-
agem migrada de mn impulso localizado em x = O km e t = ls mrm meio com velocidade 
inicial de 3 lan/s. mn gradiente g = 0.286 km-l, '\'ariação da linha de tempo de 0.1 s até 2.1 




Figura 5.7: (a) Imagem :\Iigrada. (b) Imagem demigrada (Recuperação de um Impulso). 
A Figura ..!.10 em correspondência com a Figma 5. 7 ilustram a recuperação dos dados 
originais após a aplicação em seqüência das integrais de migwção e demigraçã.o para o modelo 
de velocidade logarítmica com gradiente constante. 
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5.7 Resumo 
Neste capítulo apresentamos a integral de demigração do tipo Kirchhoff para a situação 2.5D 
e para o meio verticalmente não homogêneo. Além disso, fornecemos fórmulas ana1íticas para 
as linhas de empilhamento e funções pesos correspondentes aos quatro modelos de velocidades 
(com dependência da componente vertical z) citados anteriormente. 
Estas fórmulas analíticas obtidas nos dois últimos capítulos, além de permitir a realização 
da migração e da demigração de maneira mais rápida, também constituem a base da obtenção 
das soluções dos problemas de transformações de imagens, que serão discutidos nos capítulos 
seguintes. 
Os dois próximos capítulos são reservados ao estudo de problemas de transformações 
imagens, o primeiro conhecido como problema de Transformada de Configuração e o segundo 
como Remigração. 
Os problemas de Transformadas de Configuração são motivados pelo fato de possibilitar 
a comparação de dados imageados com dados registrados. Em síntese tem como objetivo 
principal permitir ajustes de dados e modelos de ·velocidades. 
Por outro lado, os problemas de Remigração são aqueles que possibilitam ajustar dados 
migrados a novas e melhores velocidades. 
Os capítulos seguintes serão destinados à análise de vários problemas levando-se em conta 
os modelos analíticos de velocidades estudados anteriormente. 
Reservados aos problemas de transformações de imagens estão várias situações que podem 
ser exploradas para uma nova investigação principalmente no que diz respeito a alternância de 
configurações, afastamento comum para afastamento nulo, um afastamento comum h1 para 
um outro afastamento comum h2 , continuação de um tiro comum, dentre outras situações. 
Além disso, o conhecimento das expressões analíticas para os diversos modelos de veloci-
dades verticais estudadas anteriormente deverão permitir a obtenção de vários resultados 
sobre remigração, bem como a constante busca de expressões analíticas para outros modelos 
de distribuições de velocidades poderão possibilitar outros novos resultados e a organização 
de outros trabalhos desta natureza. 
Finalmente, convém observar que os programas de migração e demigração para os diversos 
modelos de distribuições de velocidades estudados no desenvolvimento dos capítulos 4 e 
5 serviram para confirmar numericamente as fórmulas analíticas obtidas no decorrer deste 
trabalho. 
Em sua forma final estes programas estão representados como ::functions", que editados 
dentro do "software Matlab'; realizam a migração e da demigração para os modelos de 






Considere dados no domínio (E, t), que foram obtidos, por exemplo, através da integral 
de Kirchhoff-Helmholtz, mediante o uso de um modelo de macr(}-velocidade c(x, z), uma 
configuração fonte-geofone C e uma superfície de reflexão. 
De posse destes dados realizamos a migração, através da integral de migração de Kirch-
hoff, obtendo assim, os correspondentes dados migrados (imagem em profundidade). Com 
estes dados migrados, efetuamos a demigração através da integral de demigração de Kirchhoff 
com o mesmo modelo de macr(}-velocidade, mas, mediante o uso de uma nova configuração 
fontes-receptores C.ü resultado desta operação será então uma nova imagem no domínio do 
tempo, com a qual é possível a comparação (dados imageados com os dados registrados) e 
com isto fornecendo uma razoável possibilidade quanto a validação do modelo de velocidade 
que está sendo usada para a dinâmica desta operação. 
Esta complexa operação de transformação de imagem é conhecida como Transformada 
de Configuração (Tygel et aL, 1996). A solução deste tipo de problema, na verdade, pode ser 
descrita de duas formas distintas: a solução cascata: cuja integralização se dá em duas etapas 
(através de duas operações, veja Figura 6.1) e a segunda, conhecida como solução simples 
(Tygel et aL, 1996), usando uma única etapa (ou seja: através de uma única operação: veja 
Figura 6.2). Ambas, soluções, cascata e simples: fornecem uma nova imagem no domín.io do 
tempo, que deverão auxiliar nos ajustes dos dados originais, como foi dito anteriormente. 
caso a distribuição de velocidade usada seja adequada. 
Em Tygel et aL (1996) a soluções cascata e simples para o problema de Transformada 
de Con:figu:ração são descritas e estabelecidas para o meio em 3D. 
As próximas seções são reservadas ao estabelecimento dos procedimentos matemáticos 
necessários às especificações destes tipos de soluções para a situação 2.5D, para wn meio 
vertica.Jmente não homogêneo e para os quatro casos analíticos mencionados anteriormente. 
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Dustrações das Soluções 
Transf"ar:1111ada de C~s;ãa 
Sa~ Ca.s:r:ata 
Figura 6.1: Solução Cascata é obtida da seguinte forma: Efetuamos a migração dos dados 
representados por (TR) fornecendo uma imagem (E). Em seguida a demigração realizada 
a partir desta imagem migrada fornece uma nova imagem no tempo (TR)· A migração é 
efetuada mediante a utilização de um modelo de velocidade c e levando-se em conta uma 
configuração de fontes-receptores C e a demigração com o mesmo modelo de velocidade c. 
porém~ usando-se wna nova configuração de fontes-receptores C. 
' 




Figura 6.2: Solução Simples - Aplica-se a integral de demigração com uma ·velocidade c 
mediante o uso de uma configuração de fontes-receptores C ao conjunto de dados migrados, 
gerado pela integral de migração levando-se em conta a mesma velocidade c~ porém. com 
uma outra configuração de fontes-receptores C. 
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6.2 Solução Cascata em 3D 
Consideramos inicialmente a representação matemática da solução cascata para o problema 
de transformada de configw-ação em 3D. Para a sua especificação considera-se lllll modelo 
de velocidade fixo: mas, duas diferentes configurações de fontes-receptores. 
As quantidades apresentadas por uma barra sobre as letras: são as quantidades correspon-
dentes a configuração de saída (domínio onde desejamos obter os resultados). O parâmetro 
Ç varia no conjunto A (conjnnto de entrada) e ( no conjunto A (conjunto de saída). 
Escrevemos também U(Ç, t) para os dados de entrada e U({, f) para os dados de saída. 
nós consideramos a representação integral (Tygel et aL, 1996) dada por 
-(- 1 f r 'f r ' . - ff' ( J Un)=- 4" 2 }Ed:x }A di; Wcc(f.,x,n) &t2UÇ,t _ t=rcc(Ç,x,n) (6.1) 
onde 
Wcc(f.,x,n) = Wrs(x,n)Wvs(f.,m,)mv(f.,mr) (6.2) 
e 
Tcc(Ç,x,n) = rv(Ç,m,). (6.3) 
Em (6.2) a expressão W rs(x,n) é a função peso correspondente a integral de demigração 
de Kirchhoff quando aplicada a mna imagem migrada V{m). A função lt'1s(x,n) deve ser 
calculada usando-se a configuração de saída em profundidade e W Ds(~, m1) e TD: a função 
peso da migração e a superfície de Huygens correspondentes a um ponto mi(x1 Ç1(x;n)), 
respectivamente: computadas com a configuração de entrada em profundidade. 
Considere a solução do raio de ordem zero ( CervenY, 1995). 
U(Ç, t) ~ Uo(Ç)f[t- TR(Ç)]· (6.4) 
Substituindo a expressão (6.4) em (6.1), temos 
U(n,t) ~ 4-~ f r dx' f r dç'Wcc(~,x,n)Uo(f.)f"[t-rR(~)J\ (6.5) 7r JE JA 1=-rcc(~,x,ii) 
para ser entendida como U(n, t)l = U(n). Usando as correspondentes definições dos con-
<ooo jrmtos de aberturas da migração (4.5) e demigração (5.6): segue que, 
U(n,t) = 1 1" [ 1"' 1= --2 dx1 dx, d6 dÇ, Wcc(Ç,x,n)Uo(Ç) 47r "1 -oo a1 -oo 
(6.6) 
a qual é a solução do problema de transformada de configuração em 3D. que é escrita desta 
forma para possibilitar que seja usada na próxima seção a fim de obtermos sua contrapartida 
em 2.5D. 
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6.3 Solução Cascata em 2.5D 
A obtenção da solução cascata em 2.5D se dá mediante a aplicação do método da fase 
estacionária na representação integral (6.6) no domínio da freqüência, com a ordem de inte-
gração trocada, ou seja, a avaliação assintótica, primeiro em relação a 6 depois em x2 • nós 
consideramos a contrapartida da integral em Ç2 no domínio da freqüência: 
L{= L dÇ, Woo(l;,x,n)'!f<l(l;)exp[iw(rcc(Ç,x,n)- TR(Ç))]. 
Definimos 
li',(Ç,x, n) = Tcc(f;, X,n)- TR(Ç). 






onde o valor estacionário possibilita a determinação do ponto m 1 no qual as duas funções 
(isócronas), para ambas configurações (entrada e saída), são tangentes. 
Agora, aplicando o método da fase estacionária a integral (6.7), usando os resultados 
(2.36) e (3.19) e selecionando~= O, obtemos 
(6.10) 
Substituindo (6.10) na representação integral (6.6), mas, escrita no domínio na freqüência 
com os argumentos das quantidades envolvidas escritos com o parâmetro e ao invés de (6, 0), 
temos 
onde 
_ _ $.(iw)312F(w) [' U(n,w) =- 2 41í EJ dx1 
X 
[ ' [ (2~D)( -) ( ) , dÇ -= dx2P00 (x,n Uo Ç 
exp[iw(rcc(l;,x,n)- rR(Ç))] 
(2.5D) _ 1/2 _ 21í P00 (Ç,x,n) = CJp Wcc(Ç,x,n)exp[2] 
com as quantidades Wcc(Ç, x, ii) dada por (6.2) e a;/2 expressa por (2.36). 
(6.11) 
(6.12) 
Dando continuidade a nossa proposta, isto é, para estabelecer a solução cascata em 2.5D, 
vamos aplicar o método da fase estacionária agora em 
I. L dx2'!f<l(I;)J{'c;m)(Ç,x,n) 
X exp[iw(Tcc(l;, x, n)- TR(Ç))]. 
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(6.13) 
O resultado selecionando o ponto estacionário x; = O é 
lx ~ J2i; Pá~50\~, (xr, 0), n) 
exp[iw(Tcc(6, (x.,O),n)- TR(Ç))] 
X ]Hf,"]l/2]w]'/2 (6.14) 
onde Hf.[ é apresentado pela expressão (B.13) do apêndice B. 
Substituindo o resultado (6.14) em (6.11), e de volta ao domínio do tempo com os ar-





p(2~D)( -) W:(2.5D)(< _) _ CC ~,X,ll 
CC <.,.,X,n - jH~Tjl/2 (6.16) 
com o peso P~"(,SD) dado por (6.12). 
A expressão ( 6.15) é a solução cascata para o problema de Transformada de Configuração 
em 2.5D. Convém observar que Tcc constitui a linha de empilhamento no espaço de saída, 
a qual é calculada relativamente aos pontos m 1(x,(1(x,n)) sobre a isócrona z = ( 1{x,n) 
correspondente ao ponto n{~, l) com respeito a configuração do espaço de saída. 
A substituição da expressão (6.2) dentro de (6.12) e posteriormente dentro de {6.16) 
produz uma expressão para a função peso apenas em termos de quantidades conhecidas e 
independentes do refletor. 
6.4 Solução Simples em 2.5D 
~osso objetivo nesta seção consiste em estabelecer a solução simples para o problema de 
transformada de configuração em 2.5D. 
Considere a solução cascata do problema de transformada de configuração em 2.5D. 
expressão {6.15), no domínio da freqüência, reescrita da seguinte forma 
_ _ -(iw)F(w) J."' _ U(n,w)"' J.(Ç,n,w)dÇ 2r. 4J (6.17) 
onde a integral interna é dada por 
J.(Ç,n,w) =L dx W~"c'l(ç,x,n)Uo(Ç) exp[iw(Tcc(Ç, x, n)- TR(Ç))]· (6.18) 
Vamos avaliar assintoticamente a integral {6.18) e depois colocar o resultado obtido na 
expressão {6.17). nós assumimos que exista um único ponto estacionário x = x"(Ç) tal que 
o[Tcc(Ç, X, li)- TR(Ç)]I =O. 
8x x=· ' 
(6.19) 
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o qual determina o ponto m1(x*, (1 (x*,n)) onde as duas funções (isócronas) com respeito as 
duas configurações são tangentes. 
O resultado da avaliação assintótica da integral (6.17)~ mediante o uso do método da fase 
estacionária é dado por 
onde 
J,(Ç,n,w) - v'2T.w.!,;;:'D)(Ç,x',n)ei~J'] 
exp[iw(Tcc(l;,x',n)- TR(Ç))] 
X 
lwll/2182(rcc({,x* 2n)-rR({)) I 11/2 
8x x=• 
( . al (if(Tcc(Ç,x',n)- TR(Ç))) 1=sm EJ:r? • 
Assim, substituindo (6.20) na representação (6.17),vem 







Aplicando transformada de Fourier na expressão (6.22) e utilizando a propriedade da deriva-
da temporal ( -t) de ordem n = ~' a solução simples do problema de Transformada de 
Configuração em 2.5D pode ser escrita como, 
U{n,t) c:- ~f dÇUo{Ç)w.!,';'Dl(ç,x•,n) 
dl/2 
x d( -t)1!2f[t + (Tcc(l;, x',n)- TR(Ç)] 
1 1a2 (2.5D) * - EJl/2 I 
- '2= dÇWcr (i;,x ,n) &(-t)I/2 U(l;,t) _ · 
V L;1f a1 t=rcr({;n) 
(6.24) 
A substituição das expressões (6.2) em (6.12), depois, este resultado em (6.16) e posterior-
mente em (6.23) especifica a função peso para a solução simples do problema de transformada 
de configuração em 2.5D, apenas em função de quantidades conhecidas que não dependem 
do refletor. Além disso, a linha de empilhamento Ter correspondente ao ponto na', t) no 
espaço de saída é dada por 
Tcr(Ç;n) = Tcc(Ç,x';n)· (6.25) 
Esta linha expressa em (6.25) é uma linha no espaço de entrada corrrespondente a um ponto 
situado no espaço de saída. Na literatura ela é conhecida como "inplanat" e será identificada 
em nossa trabalho por IP. 
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Ela é na verdade o envelope de todas as curvas de Huygens no espaço de entrada cor-
respondentes aos pontos m 1 situados sobre a superfície isócrona contnúda de um ponto i:i 
localizado no espaço de saída. 
Resumindo, inicialmente construímos a isócrona (I(x, ii) em profundidade para um ponto 
fi no espaço de saída, utilizando-se a nova configuração de fontes - receptores C. Para cada 
ponto m 1 sobre esta isócrona construímos as correspondentes cw-vas de Huygens, utilizando-
se a configuração original C. O envelope dessas curvas de Huygens estabelecido no espaço 
de entrada define a nossa TCT, que é uma IP~ relativa a um ponto ii do espaço de saída. 
Desta forma, para todos os pontos llR do espaço de saída que tem IPs tangentes a 
conhecida curva de tempo de reflexão deverão possibilitar a descrição da curva de tempo de 
reflexão no espaço de saída correspondente a nova configuração C. 
Função Peso 
Nesta etapa vamos especificar a função peso procurando escrevê-la com contribuições de 
dentro e fora do plano de dependência dos parâmetros. O resultado segue substituindo as 
equações (6.2), (6.12) e (6.16) na expressão (6.23) e posteriormente combinando os resultados 
(4.8) , (4.11), (5.21) e (5.22). O resultado é 
W(2.SD)(c _) _ CT ~,,x,n -
c'(m)mv(6, m, )hBL\'D) Lf:Dl 
-lL (2D)[j-2D) cos2 a cos2 a 
s g m Vm 
(6.26) 
onde as expressões HR_T e Hf.I; desenvolvidas no Apêndice B, são apresentadas pelas 
equações (B.12) e (B.13). 
A expressão (6.26) é a função peso para a solução simples do problema de Transfor-
mada de Configuração em 2.5D, aqui com seus termos integrantes bem mais especificados. 
haja vista que, esta função ainda pode ser entendida conforme a separação mediante as 
contribuições fora (F) e dentro (D) do plano de dependência dos parâmetros, como segue, 




m (" m )h L(2D) L(2D) elic.ç,j4[ W(D)( -) D >• I B s g 
CT Ç,x,n =4 2 2a IHCTI1/2r(L2D)r{L2D) 
COS O:m COS fJm 11 s g 
(6.29) 
Desta forma então, a função peso (6.26) pode ser decomposta num produto de dois fatores 
VVá~ e H'á~) ~ onde o primeiro fator corresponde a contribuição fora do plano a ser obtido 
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analiticamente e o segundo fator corresponde a contribuição dentro do plano de dependência 
a ser calculado mediante o uso da dinâmica do raio em 2D. 
Com relação as soluções em cascata e simples em 2.5D obtidas nas seções anteriores 
convém observar que ambas permitem wna significativa economia de tempo e custo em sua 
execução em comparação com as correspondentes operações em 3D. Isto se deve a redução 
da quantidade de dados a serem manipulados por ordem de magnitude. 
A principal razão para esta redução está no fato de que essas soluções em 2.5D se reduzem 
de integrais de superfícies à integrais de linha ao longo da linha sísmica. Mais ainda, a 
simetria da referida situação 2.5D, neste caso, possibilita o uso de traçamentos de raios em 
2D ao invés do traçamento 3D, no caso geral. 
A solução em cascata se dá efetuando-se duas etapas (calculando-se duas integrais~ ou 
seja, dois empilhamentos, wn com uma função peso e outro sem). Já a solução simples ou 
compacta é obtida realizando-se uma única etapa (através do cálculo de uma única integral). 
Levando-se em conta que a solução simples ou compacta é efetuada por wna única etapa 
e a solução em cascata por uma seqüência de duas operações, pode-se esperar então que a 
primeira seja realizada de maneira mais rápida do que a segunda. 
Porém, é importante salientar que a solução simples não pode ser aplicada quando o 
determinante de HCT ~ que aparece no denominador da respectiva função peso, o qual consiste 
do produto das quantidades Hf{ e ~T, for nulo. 
Na verdade, singularidades dessa natureza costumam ocorrer em situações onde as con-
figurações de saída e entrada apresentam uma certa semelhança. A explicação está no fato 
de que esta semelhança produz curvaturas das respectivas superfícies de Huygens, fora ou 
dentro do plano, aproximadamente iguais. São as diferenças destas curvaturas que determi-
nam os valores das quantidades HgT e Hf{, respectivamente. Convém observar que no caso 
em que a quantidade Hf{, que depende das curvaturas fora do plano, for nula, a redução 
do problema 3D para a situação em 2.5D conforme realizada na Seção 6.3 não é válida. 
Entretanto, é interessante observar que mesmo não valendo tal redução, o problema de 
determinar a função peso pode ser tratado a partir da forma geral da operação de trans-
formada de configuração em 2.5D (solução em cascata). O problema da migração para 
afastamento nulo (MZO) foi resolvido desta maneira por Tygel et ai. (1998). 
Por outro lado, no caso de Hf{ "' O, é oportuno analisar se os dados originais antes 
da aplicação da seqüência da transformada de configuração já não representam, sem aplicar 
uma operação de transformação, os dados desejados correspondentes à outra configuração, 
em uma aproximação de qualidade suficiente. 
6.5 Meio Verticalmente Não Homogêneo 
Função Peso 
A função peso correspondente ao problema de Transformada de Configuração para um 
meio verticalmente não homogêneo é estabelecida mediante a substituição da expressão (2.62) 
em (6.26). O resultado é dado por 
W(2.sn)( _) _ c(m)mn(Ç,m,)Li'D)L~:w) (cosa"= _co_s~a!:,~) CT ~'X, n - T(2D)r{2D) + 2L L cos2 (J Us Ug 




exp[i~(1 + (ç, + 1)/2JJJ(r:r, + r:r.) 
onde as quantidades ai, L!2D), mv, Hf{ e H~t são dadas pelas expressões (2.54), (2.55), 
(5.4), (B.l2) e (B.l3), respectivamente. Correspondentemente, as quantidades ai. L~2D)_ são 
calculadas pelas mesmas equações, porém, utilizando-se a nova configuração C. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento para o problema de Transformada de Configuração para um meio 
verticalmente não homogêneo pode ser expresso da seguinte forma 
r=(~,n) = rcc(~,x•,n) = r v(~, (x",(I(x",n))) (6.31) 
1 (r" n2(z)dz r" n2 (z)dz ) 
Co Jo Jn2(z)- sin2a8 +lo Jn2(z)- sin2a~ . 
A linha de empilhamento (6.31) é a conhecida como uma IP. Sua determinção segue o 
raciocínio apresentado na seção (7.4). Para maiores detalhes veja também Tygel et al. 
(1996). 
6.6 Casos Analíticos 
6.6.1 Velocidade Constante 
Função Peso 
A função peso para este caso é estabelecida mediante a utilização das expressões analíticas 
apresentadas pelas por (2.72) e (2.73) na equação (6.30). O resultado é dado por 
W (2.5DJ(c • _) _ z[P~ + &.Jmv(x")mv(x•)vc;;z; CT .,_,X ,n - 2 cos2 f3mf.f.f.fg 
X 
exp[j(1 + (/31 + 1)/2)] 
[mv(x•)tF- mv(x•)tF] (6.32) 
onde t, (i= s,g), PF e mv são as quantidades apresentadas por (2.72), (3.72) e (5.4) 
respectivamente. Correspondentemente, L (i= s, g): f.F e mn são calculadas pelas 
mesmas expressões, porém, utilizando-se a nova configuração C. 
A expressão (6.32) é a função peso para a solução simples do problema de Transformada 
de Configuração para um meio homogêneo. 
Linha de EmpUhamento 
~este caso1 a linha de empilhamento é dada por 
rcc(( x•, !J(x', n)) (6.33) 
~ [Jcx•- Xo)2 + ((I)2 + Jcx•- Xg)2 + ((I)2]· 
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A linha {6.33) é entendida da seguinte maneira: para um ponto li no espaço de saída cons-
truímos a isócrona em profundidade (r(x, n). Neste caso, esta isócrona é uma semi-elipse 
com focos em_ S e G e semi-eixos a e b dados pela equação (5.34). Agora consideramos 
esta isócrona (r como um refletor e calculamos no espaço de entrada as curvas de Huygens 
com a configuração de fontes receptores original C correspondentes a cada ponto sobre esta 
isócrona. O resultado é dado por 
(6.34) 
onde para cada Ç: a condição estacionária x* = x* ( Ç) permite determinar o ponto 
mj(x*, (r( x*, n)) responsável pela reflexão especular sobre a isócrona (r. n este caso, assumi-
mos que mj é único e que o valor x* fica determinado mediante a utilização da condição 
(6.19) para a equação (6.33). O resultado (7.33) pode ser dado por (Santos et al., 1997) 
(<·-)-- b
2(f.+f8 )+a2(x.f8 +x8 f,) ( ) 
TCT ,,n - Xm · (f. +f.)(a' _ b') 6.35 
onde neste caso, as quantidades 4 (i~ s,g) a e b são dadas por (2.72) e (5.33), respec-
tivamente. Além disso, Xm é dado correspondentemente por (5.34), porém. utilizando-se a 
nova configuração C. 
6.6.2 Velocidade com Gradiente Constante 
Função Peso 
A função peso correspondente ao problema de Transformada de Configuração para o modelo 
de velocidade com gradiente constante é estabelecido mediante a substituição das quanti-
dades apresentadas na equação (2.72) relativamente as configurações C e C em (6.30). O 
resultado é dada por 
X 
c(m.) mn(x*)mn(x*)[ag cosct'Dl +ascos a~1M 
2cos2 f3mrJsrJg 
exp[';(1 + (fA + 1)/2)] 
[<Tp 1mv(x•)- "F 1mv(x•)] (6.36) 
onde as quantidades fi , ai : (i= s, g) , a F e mn são dadas pelas expressões (2.72), (2.76), 
(2.38) e (5.4), respectivamente. Correspondentemente, as quantidades Z., ai , (i= s, g) . 
7'fF e mn, são calculadas pelas mesmas expressões: porém: utilizando-se a nova configuração 
c. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento para este tipo de problema é dada por 
onde 
Tcc(Ç/,n) ~ Tv(Ç,x',(Ax•,n)) 
~lnl(l+g2f;.+2g<T.) (l+g2~+2g"•)! 





com (1 a linha de empilhamento de demigração dada implicitamente pela equação 
Tn a, mj) = t para ?f.s e Xg fixos e variando-se mj. 
Para cada Ç, m;(x,(1 (x\n)) com x* = x*(Ç) é o ponto de reflexão especular sobre a 
isócrona (1 . Como a fórmula analítica que representa a isócrona (1 não foi especifica.da, isto 
significa que a determinação de x* fica reduzida ao tratamento numérico. 
6.6.3 Vagarosidade Quadrada com Gradiente Constante 
Função Peso 
A função peso para este caso é determinada substituindo as quantidades apresentadas pelas 
equações (2.75) e (2.76) relativas as duas configurações C e C em (6.30).0 resultado é dado 
por 
c(m) mv(x")[crg cosa:',.+ cr.cos~Jy!G.G. 
2(o-5ug)ai/2 cos2 f3m/ésCg 
exp[%(1 + ({31 + 1)/2)] 
X IHfiTil/21Hf,Til/2 (6.39) 
onde as quantidades ui, Ci (i= s,g), mn, O"F Hft e H~[ são dadas por (2.75)~ (2.77), (5.4), 
(2.36), (B.12) e (B.13), respectivamente, com as últimas duas identidades apresentadas no 
desenvolvimento do Apêndice B. Conespondentemente, as quantidades ai, C i (i = s, g), mn. 
(fF são calculadas pelas mesmas equações, porém, utilizando-se a nova configuração C. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento para este modelo de velocidade é dada por 
Tcr(Ç,n) - Tcc(Ç,x",n) ~ Tv(Ç,x",(,(x",n)) (6.40) 
~ (t; +i!)+"·+ "• [2. + 2.] 
3 "• "• 6 c2 cõ 
onde 
(6.41) 
com Ri dada pela expressão (2.68) e ( 1 é a linha de empilhamento de demigração dada 
implicitamente pela equação 
Tn(€,x"',(1(x*;n)) =f com Xs e Xg fixos e variando-se m 1 . A dificuldade para a obtenção 
de x* é análoga ao caso da velocidade com gradiente constante. 
6.6.4 Logaritmo da Velocidade com Gradiente Constante 
Função Peso 
A função peso fica determinada a partir da substituição das expressões (2.81) e (2.82) em 
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( 6.30). O resultado é dado por 
c(m) mv(x•)mv(x•)[ag cos<?m +a, cosa~)(a,a.JN jf:Y. 
2cos2 ,Bm(O'sO'g)2 J'YsY g 
exp['; (1 + (!31 + 1)/2)) 
X [mv(x')aF 1 - mv(x•)aF 1) (6.42) 
onde as quantidades (Ji, Y.:, (i= s, g) e mv são detenninadas pelas equações (2.81), {2.83), 
e (5.4), respectivamente. Correspondentemente as quantidades cri, Yi, (i= s, g) e mD são 
calculadas pelas mesmas expressões acima, porém, utilizando-se a nova configuração C. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento neste caso é dada por 
Tcr(Ç,n) Tcc(Ç;X•,n:) ~ Tv(Ç,x•,Ç,(x•,n:)) (6.43) 
gC;J~((,) ( J c((r )2 + CÕ - 2C;Jc((r) cos g(x- x,) 
+ Jc((r) 2 +CÕ-2C;Jc((r)cosg(x-x.J) · 
A isócrona (r é expressa pela equação (5.39) correspondentemente a nova configuração. 
Além disso~ para cada Ç, o ponto m; é o ponto de reflexão especular sobre a isócrona para 
os segmentos de raio que unem smj e mjg {configuração original). A aplicação da condição 
estacionária (6.19) em (6.43) nos permite encontrar x• ~ x'(Ç). 
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6. 7 Exemplos Numéricos 
A finalidade principal desta seção é o de mostrar o funcionamento da transformada de 
configuração em 2.5D. Para este fim, apresentamos a reprodução de dois e.xemplos numéricos 
para dois tipos transformada de configuração. As figuras apresentadas nesta seção foram 
reproduzidas, com a permissão dos autores, dos trabalhos de Santos et al. (1997) e Tygel 
et al. (1998). Em ambos os exemplos a ·velocidade considerada é constante, pois, e.xemplos 
com outras distribuições de velocidades ainda não foram apresentados na literatura. 
O primeiro exemplo mostra a continuação do afastamento (conhecido na literatura como 
OCO - sigla em inglês para "offset continuation" ), isto é, um tipo de transformada de 
configuração que transforma uma seção de afastamento comum em uma outra seção simulada 
de afastamento comum correspondente a um outro valor do afastamento (Santos et al., 1997). 
O segundo exemplo mostra a migração para afastamento nulo (conhecido na literatura 
como MZO - sigla em inglês para "migration to zero offset" ), isto é, um tipo de transformada 
de configuração que transforma uma seção de afastamento comum em uma outra seção 
simulada de afastamento nulo (Tygel et al., 1998). Podemos observ-ar que a MZO representa 
um caso especial da OCO, com o valor do afastamento comum na seção simulada igual a 
zero. 
6.7.1 Continuação do Afastamento 
O primeiro exemplo numérico a ser apresentado mostra o funcionamento da transformada de 
configuração em 2.5D no caso da continuação do afastamento (OCO). As figuras referentes 
a este exemplo foram reproduzidas com a permissão de Santos et al. (1997). 
O modelo para este exemplo, apresentado na Figura 6.3, consiste de um refletor curvo 
suave, separando dois semi-espaços homogêneos com velocidades acústicas de v1 = 2.0 km/s 
e v2 = 2.5 km/s e densidades constantes e iguais. 
Neste modelo, os autores realizaram experimentos numéricos de afastamento comum me-
diante o uso de uma implementação da integral de Kirchhoff em 2.5D para cinco afastamentos 
diferentes: O, 500, 1000, 1500 e 2000 m. Em todos os modelamentos numéricos, as fontes e 
receptores foram localizados a cada 10m e o intervalo de amostragem no tempo foi de 4 ms. 
A Figura 6.3 mostra a fann1ia de raios para o experimento com afastamento 1000 m. 
Convém observar ainda que o pulso da fonte é um pulso de Ricker de fase zero e 72 ms 
de duração, (pico de freqüência aproximadamente de 28 Hz). Foi usada, para fins da trans-
formada de confi.:,ouração, a forma analítica do pulso, i.e., acrescida de sua transformada de 
Hilbert como parte imaginária, conforme discutido na Seção 4.1. 
A Figura 6.4 mostra a seção sintética de afastamento comum com afastamento 1000 m, 
modelada pela integral de Kirchhoff em 2.5D. 
A continuação do afastamento (OCO) em 2.5D foi aplicada a cada uma das seçêies de 
afastamento O. 500, 1500 e 2000 m para simular uma seção sísmica com afastamento 1000 m. 
As seções resultantes da OCO foram comparados com a correspondente seção modelada. 
Na Figura 6.5~ observa-se a seção simulada com afastamento 1000 m a partir de uma seção 
modelada de afastamento 500 m. Comparando esta figt.rra com o resultado do modelamento 
(Figura 6.4), é possíYel observar que a forma do pulso e as amplitudes foram bem recons-
truídas (Santos et ai., 1997). 
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Fig11ra 6.5 Seç<io com afastamento comnm 1000 m si mulHda n:,audo cl coutinuaçao do afas-
tamento em :2.50 (OCO) a partir de uma seção de afastamento comum >OO m. 
Para mdhor apreciação ela qu<llidade da transformada d<' cotúiguraçào. o:-. autore~ com-
p<"~rmam o::. ntlorc>s das ampüt ude::. de pico ao longo d~1s reilC'x&:-s de' afA:o;t Amc>nto comum obti-
do:' uas CJilatro diferente~ seções simuladas. com o::. corre::.pondentes Yalores do modelamento 
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ig1tal a nnidade <'111 todos os rnodelame11tos . . \s cmn\s da:s ilrnpliiHde::. :simnJadas meclicmle ,.., 
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bem a cnr\"a da::-. amplitudes modelada::, (linha cotllÍLlua) .. \p<'ua::. Wb fronteira:s a r<>con-
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de\crn à falta d<· dados fora da abertura do e~:perimeuto. 
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cle::-1 c\ recou::,tmção de arnplil udes. apre::.entado pela Fignra 6.Gb. Oh~etTa--.,e qne toda::> as 
amJ:.>lit nde~ simulada::. apresentam mais ou menos o::. mesmo:. comportamentos. com o erro 
maut eu do-se ua ftuxa de doi:, porcento {Santos et ai.. l99T) . 
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Figura 6.6: (a) Descrição dos picos de amplitudes modelada (linha contínua) e simuladas 
(linhas tracejadas) ao longo das reflexões com afastamento comum h=lOOO m. (b) Erro 
relativo das amplitudes simuladas ao longo de reflexões com afastamento comum calculadas 
pela transformada de configuração em 2.5D (OCO) para seções com afastamentos O m (linha 
sólida), 500 m (linhas tracejadas): 1500 m (linhas pontilhadas) e 2000 m {linhas traço-ponto). 
6. 7.2 Migração para Afastamento Nulo 
C m outro exemplo de transformada de configuração é a migração para afastamento nulo 
(conhecida como ~ZO) . Este tipo de transformação de imagem consiste na transformada 
de uma seção de afastamento comum em uma seção de afastamento nulo. Trata-se de uma 
transformação que faz parte do processamento com·encional de dados sísmicos. Geralmente, 
a l\1ZO é realizada em dois passos: sendo o primeiro a correção do "normal moveout" (NM O) 
e o segundo, realizado em seguida ou até anteriormente à KMO, a correção do "dip moveouf' 
(DMO). 
As figuras referentes ao exemplo numérico da ~IZO apresentado a seguir foram repro-
duzidas com a autorização de Tygel et al. (1998). 
O modelo para este exemplo é uma estrutura sinclinal suave (Figura 6.7) . Os demais 
parâmetros do modelo são os mesmos do modelo da seção anterior. A Figura 6.7 mostra 
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também uma família de raios especularmente refletidos de afastamento comum 1000 m. 
Com este modelo tem-se o propósito de confirmar a validade deste tipo de transformada de 
configuração em 2.5D (i.e. , seção de afastamento comum em uma seção de afastamento nulo) 
mesmo na presença de uma cáustica (excluída no tratamento teórico). 
o 500 1000 
D1stância (m) 
1500 2000 
Figura 6.7: Modelo para o exemplo MZO. 
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Comparando as duas seções sísmicas de afastamento nulo na Figura 6.9. observamos 
qualitativamente que a l\IZO teve um bom desempenho. Fora das zonas de fronteiras as 
seções são razoavelmente semelhantes. 
A qualidade da transformação das amplitudes foi investigada da mesma maneira como no 
exemplo anterior. A análise do pico de amplitude ao longo da primeira. segunda e terceira 
chegadas possibilitam uma melhor quantificação do problema. As Figuras 6.10a. 6.11a e 
6.12a mostram os picos de amplitudes e as Figuras 6.10b. 6.1lb e 6.12b os seus respectivos 














o 200 400 600 800 1000 1200 1<400 1600 1800 2000 
Distãncia(m) 
F igura 6.10: Primeira chegada (a) Descrição dos picos de amplitudes simulada (linha 
contínua) e modelada (linhas pontilhadas) para reflexões com afastamento nulo. (b) Er-
ro relativo da amplitude simulada para reflexões com afastamento nulo. 
82 
Amplitudes e Erros 
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Figura 6.11: Segunda chegada (a) Descrição dos picos de amplitudes simulada (linha 
contínua) e modelada (linhas pontilhadas) para reflexões com afastamento nulo. (b) Er-
ro relativo da amplitude simulada para reflexões com afastamento nulo. 
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Amplitudes e Erros 
,., 
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Figura 6.12: Terceira chegada {a) Descrição dos picos de amplitudes simulada (linha 
contínua) e modelada {linhas pontilhadas) para reflexões com afastamento nulo. {b) Er-
ro relativo da amplitude simulada para reflexões com afastamento nulo. 
Na Figura 6.10a, para a primeira chegada, observar-se uma boa reconstrução das ampli-
tudes e na Figura 6.10b, que o erro se mantém flutuando em torno de dois porcento. Na 
Figura 6.lla, onde observa-se a amplitude da segunda chegada, também temos uma com-
pleta reconstrução da amplitude com o mesmo erro. Finalmente, na Figura 6.12a vemos 
que as amplitudes da terceira chegada são reconstruídas com a mesma qualidade como as 
das primeira e segunda chegadas, mantendo-se o erro na ordem de apro..-x:imadamente dois 
porcento. Este valor, que é o mesmo do e..xemplo OCO, pode ser atribuiido ao erro numérico, 
o qual pode ser minimizado mediante a redução dos intervalos de amostragem no espaço e 
no tempo. 
6.7.3 Observações Gerais 
Apresentamos nesta seção dois e..xemplos numéricos para a transformada de configuração em 
2.5D, que mostram o funcionamento da continuação do afastamento (OCO) e da migração 
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com afastamento nulo (MZO) em 2.5D para um modelo de velocidade constante. 
Baseados no tratamento geral da transformada de configuração como operação da abor-
dagem unificada ao imageamento sísmico (Hubral et al., 1996; Tygel et al., 1996), estes 
exemplos revelam, na verdade, não só a validade dessas operações específicas, mas também 
da transformada de con.f:i..:,o-uração em 2.5D em geral. Outras transformadas de configuração 
em 2.5D, como a continuação de fonte comum, migração de fonte comum para afastamento 
nulo, etc., podem ser tratadas da mesma forma, conforme o desenvohimento teórico desta 
tese. 
6.8 Resumo 
Este capítulo foi destinado ao estabelecimento das soluções cascata e simples do problema 
de Transformada de Configuração para a situação em 2.5D: para um meio verticalmente não 
homogêneo e para os casos analíticos mencionados anteriormente. 
As funções pesos e linhas de empilhamentos para estas situações são estabelecidas em 
termos de fórmulas analíticas envolvendo quantidades conhecidas tanto do modelo de entrada 
quanto de saída. Uma das vantagens destas fórmulas fechadas está na perspectiva de resolver 






Considere dados no domínio em proftmdidade, que foram obtidos, por exemplo, através de 
uma integral de migração de Kirchhoff, mediante o uso de um modelo de macro-velocidade 
c e uma configuração fontes-receptores C. 
De posse destes dados realizamos a demigração, através da integral de demigração de 
Kirchhoff, obtendo assim, os correspondentes dados demigrados {imagem no tempo). Com 
estes dados demigrados efetuamos a migração através da integral de migração de Kirch-
hoff com a mesma configuração de fontes-receptores, mas, mediante o uso de urna nova 
distribuição de velocidade. O resultado desta operação será então urna nova imagem no 
domínio em profnndidade, com a qual é possível um ajuste dos dados migrados a novos e 
melhores modelos de velocidades. 
Esta complexa operação de transformação de imagem é conhecida como rernigração 
(Tygelet al., 1996). A solução deste tipo de problema pode ser descrita de duas formas distin-
tas: a solução cascata, cuja integralização se dá em duas etapas {através de duas operações, 
veja Figura 7.1) e a segunda, conhecida como solução simples (Tygel et ai., 1996), usando 
uma única etapa {ou seja, através de uma única operação, Figura 7.2). Ambas, soluções. 
cascata e simples, fornecem uma nova imagem no domínio em profundidade, que deverão 
auxiliar nos ajustes, mediante a imagem obtida, a uma melhor e mais razoável distribuição 
de velocidade. 
Em Tygel et al. {1996) tanto a solução cascata quanto a solução simples para o problema 
de remigração são descritas e estabelecidas para o meio em 3D. 
As próximas seções são reservadas ao estabelecimento dos procedimentos matemáticos 
necessários às especificações destes tipos de soluções para a situação 2.ãD, para um meio 
verticahnente homogêneo e também para os casos anaüticos analisados anteriormente. 
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ilustrações das Soluções 
Figura 7.1: Solução Cascata. A Solução Cascata é obtida da seguinte forma: Efetuamos a 
demigração dos dados migrados fornecendo uma imagem (r R) no dorrúnio do tempo. Em 
seguida efetuamos a migração a partir destes dados (imagem demigrada) obtendo uma nova 
imagem em profundidade (:ER)· A demigração é realizada com a configuração de fontes-
receptores C e com a velocidade c e a migração é executada com a mesma configuração C, 
Porém: com um novu modelo de velocidade C. 
r1~, 
lcOIIfigurclçao cl x 
lveiocidad.e c I 
Figura 7.2: Solução Simples - Aplica-se a integral de migração com uma velocidade C me-
diante uma configuração C ao conjunto de dados demigrados, gerado pela integral de dem-
igração levando-se em conta a mesma configuração C, porém, com o novo modelo de dis-
tribuição de velocidade c. 
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7.2 Solução Cascata em 3D 
Consideramos inicialmente a representação matemática da solução cascata para o problema 
de Remigração em 3D. Para a sua especificação considera-se uma configuração de fontes-
receptores, mas, dois modelos de velocidades distintos. 
As quantidades apresentadas por uma barra sobre as letras, são aquelas correspondentes 
ao modelo de saída ( donúnio onde desejamos obter os resultados). O parâmetro x varia 
no conjunto E (modelo de entrada) e o parâmero X em E {modelo de saída). Escrevemos 
também qt(x, z) para o modelo de entrada e q,(x, Z) para o modelo de saída. 
Consideramos a representação integral (Tygel et a!., 1996) dada por 
onde 
e 
-- 1 fj 2 f], 2 _ 82\!>(x,z) !!>(m) = --2 d ~ d xKcR(x,~,m) 8 _, 47i .4. E /., z=(cR(x~,m) 
K ( c_)_ W vs(i;,m)W,s(x,n) CR x,,,m - ( ) 
mv {,m1 




A expressão w~IS em (7.2) é a função peso correspondente a integral de dernigração (5.20) 
quando esta é aplicada a uma imagem migrada <P(x, z ). A função l·V15 deve ser calculada 
usando-se o modelo de entrada, W ns e ( 1 são a função peso de migração e a superfície 
isócrona correspondente a um ponto n(~,t = Tn(~,m))- Aqui Tn é computada como modelo 
de saída e n é 1ll!l ponto no modelo original dual do ponto em profundidade m,(x, (1(x, n) ). 
Agora usando a imagem migrada apresentada pela equação (5.3) na representação (7.1), 
obtemos 
!!>(m, t) =- 4~2 f J. d2~ f L d2x WcR(x,~,m)!!>o(x)G'[t + (cR(X, ~. m)- (R(x)] (7.4) 
onde 
WcR(x,~,m) = KcR(x,Ç,m)mv(x) (7.5) 
e 
G(t) = f'(mv(x)t) (7.6) 
com <P(m, t)\ = <P(m). Usando os conjuntos de abertura A e E apresentadas em (4.5) e 
t=O (5.6), respectivamente) correspondentes a migração e demigração, segue que 
-
1 
/."' 1= 1'' !!>(m,t)=-4' dÇ, dÇ2 
· 1r «r -oo ~I 
L: dx2WcR(x,Ç,m)!!>o(x) 
X G'[t + ((cR(x,Ç, m)- (R(x))]l""o (7.7) 
que é a solução cascata do problema de remigração em 3D, que deverá constituir a base para 
a especificação da solução cascata do problema de remigração em 2.5D, que será tratado na 
próxima seção. 
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7.3 Solução Cascata em 2.5D 
Nesta seção vamos avaliar assintoticamente a representação (7.7) usando o método da fase 
estacionária em seqüência, isto é, primeiro em relação a Ç2 e em seguida em relação a x 2 . 
Inicialmente, obtemos a contrapartida da representação (7.7) no domínio da freqüência, 
depois a escrevemos com uma mudança na ordem de integração. O resultado pode ser 
escrito como 
- (iw)G(w) 1" [ J."' 1>(m, w) = - dx1 dx2 dÇ1 J,(x, (, m)· 27r €1 -oo a1 (7.8) 
onde 
J,(x,(,m) =L dÇ,WcR(x,(,m)1>o(x)exp[iw((cR(x,Ç,m)- (R(x))]. (7.9) 
Avaliando assintoticamente a representação (7.9), pelo método da fase estacionária, substi-





G(w) [,' 1= J."' (25DJ 
- - = dx1 dx2 dÇ1 Pci. (x,(Ç,O),m)1>0 (x) 
V 27r EI -oo «1 
x exp[iw((cR(x, (6, O),m)- (R(x))] (7.10) 
onde 
p(2$DJ( (< O) _ 1 = WcR(x, (6, O),m) exp[=f'] cR x, -,I, ,m IH~MII/2 (7.11) 
com WcR dado por (7.5) e Hf,f' estabelecido pela fórmula (C.12), conforme o desenvolvi-
mento do Apêndice C. 
Por outro lado, para avaliar assintoticamente (7.10) 1 agora em relação x2 , consideramos 




lx =L dx, PJ,';,"Dl(x, (6,0),m)1>o(x) 
x exp[iw((cR(x, (6,0),m)- (R(x))]· (7.13) 
O resultado da avaliação assintótica da representação {7.13) colocado em (7.12) e selecio-
nando x; = O, obtemos 
onde 
dÇ1 G(w) W,!,';,"D)((x,, 0), (6, 0), m)1>o(x,, O)) 
X exp[iw((cR((x, 0), (6, O),m)- (R(x1, O)] 




com UF e PS'IZD) dados por (2.36) e (7.11), respectivamente. 
De volta ao domínio do tempo, escrevendo os argumentos das funções envolvidas na 
representação (7.14) com Ç ex ao invés de (Ç1 , O) e (x1, 0), respectivamente, temos então 
- [' 1"' <!>(m) = dx 
~1 Cll 
df, wg;v>(x,Ç, m)<l>o(Ç) 
a 
a/fmv(x){z- (R(x))] X 
que é a solução cascata do problema de remigração em 2.5D. 
(7.16) 
z=(c.R(a:,{,ffi) 
Convém observar que a utilização das expressões (7.2),(7.5), (7.11) e (7.15) combinados 
com as quantidades dadas em (4.11) e (5.2) fornece a função peso com as quantidades 
envolvidas independentes dos atributos ligados ao refletor. 
7.4 Solução Simples em 2.5D 
Nosso objetivo nesta seção consiste em estabelecer a solução simples para o problema de 
remigração em 2.5D. 
Considere a solução cascata do problema de remigração em 2.5D dada por (7.16) no 
domínio da freqüência reescrita como 
- (iw)F(w) 1'' <l>(m,w)"" 2 dxi,(x,Ç,m) 1r ~l (7.17) 
onde a integral interna é dada por 
l a, ·(2.5D)( -) ( ) h ., df.WcR x,Ç,m <1>0 Ç 
X exp[iwmv(x)((cR(x, Ç, m)- (R(x))]· (7.18) 
Vamos avaliar assintoticamente a integral (7.18) e substituir o resultado em {7.17). Ini-
ciahnente considere que exista um único ponto estacionário Ç = Ç* tal que 
mv(x)((cR(x, Ç,m) - (R(x)) 
aç =0 (7.19) 
onde neste caso, Ç = Ç'(x) determina o ponto n(Ç•, t = 'Tv(Ç• ,m)) dual do ponto 
m 1 (x,(1(x,n(Ç*,t))) com respeito ao modelo original. Mais ainda, a curva de tempo de 
difração t = Tv(Ç'",m) construída com o novo modelo e t = Tn(Ç,mi) relativa ao modelo 
original são tangentes em n(Ç', t). 
O resultado da avaliação assintótica da expressão (7.18), mediante a utilização do método 
da fase estacionária (Bleistein, 1984) pode ser escrito como 
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onde 
'Yl = sinal (H:;") . {7.20) 
com a expressão HJ?f dada por (C.ll) conforme desenvolvimento do Apêndice C. 
Portanto: de volta ao domínio do tempo: substituindo (7.20) na equação (7.18) e em 
seguida, o resultado em (7.17), temos 
onde 
e 
~ 1 [' il'{m) ""-v'21i ,, dx W (2.5D)(<' -) RM "',x,m 
X 
(RM(x,m) = (cR(x,Ç',m) = (r{x,n{Ç',t)) 
('~D) , _ wg;n)(Ç',x,m)exp[i'Jir./4],/mn(x) 




com wb'i;'D) e 'Yl dados por (7.15) e {7.20), respectivamente. A representação {7.21) é 
a solução simples do problema de Remigração em 2.5D. Esta representação produz numa 
única etapa uma nova imagem em profundidade. 
Aqui a 1P (RM apresentada pela equação (7.22) é uma curva migrada no espaço de 
entrada. 
Desta forma, se (RM for vista como um refletor no modelo original então t = T n ( Ç"', m) 
deverá ser sua curva de tempo de trânsito. 
Portanto: a IP (RM pode ser construída como o envelope de todas as isócronas ( 1 { x, n( f', t)) 
correspondentes aos pontos n( !;,*, t) sobre a curva de Huygens do novo modelo. 
Função Peso 
O objetivo desta seção consiste em especificar a função peso separando as contribuições de 
dentro (D) e de fora (F) do plano de dependência dos parâmetros. 
Substituindo {7.2), {7.5),(7.12) em {7.23), levando-se em conta as equações {4.13), (5.22) 
e as expressões dadas por (C.11) e (C.12) apresentadas no Apêndice C, a função peso pode 
ser escrita como 
Definimos 
W (2.5D)(<' -) RM <:. ,x,m 
X 
4mn(Ç* ,m1) cos2 amcos2 f3mÉs2D) L~2D)]HjiMJ 112 
(<Y, + <Yg) exp['"tl 





- -;iL 2D)-,.{L 2D) ['"'"] 1 ( ) (D) * _ hB s g exp 4 ymv x WRM(~ ,x,m) = -:--~:-:,f,y;-:;;:ni:"~;-;":-:::t~~===:' 
cos2 a,. cos2 f3mÉ;.2D) L~2D)IH/P'I 112.jmv(~· ,m1J 
(7.26) 
(7.27) 
Desta forma: a função peso (7.24) pode ser decomposta num produto de dois fatores, WZ) 
e W}W, onde o primeiro fator corresponde a contribuição de fora do plano de dependência 
a ser obtida analiticamente e o segundo fator corresponde a contribuição de dentro do plano 
a ser calculado mediante o uso da dinâmica do raio em 2D. 
As soluções em cascata e simples para o problema de remigração seguem o mesmo 
princípio de construção como no caso da transformada de configuração, resgardadas as 
devidas propriedades e diferenças dos dois problemas. Como naquele caso, a redução da 
integração bidimensional em 3D para unidimensional em 2.5D representa uma redução do 
custo por ordem de magnitude para ambas as soluções. Convém reiterar que a solução em 
cascata surge devido às operações matemáticas intermediárias ao estabelecimento da solução 
simples. 
Porém, no caso da remigração, a solução em cascata não possui a mesma relevância 
prática como na transformada de configuração. O fato da solução cascata se realizar em 
duas etapas indica que ela não é melhor nem mais barata do que a repetição da migração 
dos dados originais. Assim, a migração repetida é preferida á solução cascata de remigração. 
Entretanto, a última desempenha um papel importante nas situações em que se possua uma 
antiga seção migrada, para a qual os dados originais não estão mais disponíveis. Neste caso, 
se for possível dispor de um melhor modelo de velocidade da região (por exemplo através 
de dados mais recentes da mesma região), poder-se-ia produzir uma imagem de melhor 
qualidade a partir dos dados migrados antigos. 
Levando-se em conta que a solução simples (ou compacta) é efetuada por uma única etapa, 
espera-se que a remigração utilizando esta representação seja mais econÔmica, especialmente 
se a atualização do modelo de macro-velocidade se restringe a uma certa parte do modelo. 
Neste caso, o operador de empilhamento da remigração tem menor extensão do que o da 
migração: assim garantindo que a remigração necessite de menos operações de somação. 
~esta situação1 obtém-se uma boa perspectiva que o processo seja mais eficiente e menos 
custoso do que a migração repetida. 
No entanto, a solução simples não pode ser aplicada quando o determinante de H.RJL-1 • 
o qual aparece no denominador da respectiva função peso, e que consiste do produto das 
quantidades H-f:M e H:JW, for nulo. 
Situações como estas ocorrerão quando os modelos de velocidades de saída e entrada 
são muito próximos. O fato é que esta semelhança nas velocidades produz curvaturas das 
respectivas superfícies isócronas, fora e dentro do plano~ aproximadamente iguais. São as 
diferenças destas curvaturas que determinam os valores das quantidades H~M e Hf.!l, 
respectivamente. 
~o caso em que H~M for nulo, a redução do problema 3D para a situação em 2.5D, 
conforme mostrada na Seção 7.3 não é válida. Convém observar que, se ambos os fatores 
92 
HflM e Hfti forem aproximadamente zero, pode-se esperar que a seção remigrada a ser 
obtida praticamente não difereria da seção migrada original. assim eliminando a necessidade 
de se aplicar o processo da remigração_ 
~a verdade, problemas de Remigração com esta característica ainda não existem exem-
plos numéricos disponíveis na literatura. 
7.5 Meio Verticalmente Não Homogêneo 
As fórmulas que apresentaremos nas próximas seções são relativas aos problemas de Remi-
gração levando-se em conta uma configuração de fontes-receptores e distintos modelos de 
distribuições de velocidades. 
Função Peso 
A função peso correspondente a este caso é especificada mediante o uso da expressão (7 .24) 
W(2.5D) (<" _) = RM .., ,x,m cL. (2D)L• (2Dl,fmn(x)(O'F)-1 2J},'D) L~w) 
(O'scosifin + O'g coso:~) exp[htJ 
X 
cos2 ;J,.J<To + <TgJô'o<Tg[{<TF) 1 {<TF) 1] 
(7.28) 
onde as quantidades <Ti, L, (i= s, g), <TF e mn(x1) são dados pelas equações {2.52),{2.55),{2.36) 
e (5.4), respectivamente. Correspondentemente, as quantidades O'i, Li (i= s,g), O' F e 
mv(x, m) são dadas pelas mesma equações, porém. utilzando-se o novo modelo de velocidade 
c. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento para este caso é dada por 
(RM(x,m) = (cR(x,C ,m) = Ç,(x:n(C, 'rn(C,m))) {7.29) 
onde neste caso 
'rn = 2_ [ (' n2(z)dz + f' n2(z)dz ] 
f.{) lo .Jn2(z)- sin2 ao lo Jn2(z)- sin2 0:~ (7.30) 
calculada com o novo modelo de velocidade C. As idéias para a detenninção desta linha 
de empilhamento segue o raciocínio apresentado na seção (6.5), para maiores detalhes veja 
também Tygel et al.(1996). 
7.6 Casos Analíticos 
7.6.1 Velocidade Constante 
Função Peso 
A função peso para este tipo de situação é estabelecida mediante o uso das expressões (2.72) 
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e (2.73) em (7.24). O resultado pode ser escrito como 




[Z, 2 + z. 2](Z, + Z.Jj(e.t.) exp["?l 
(7.31) 
onde a quantidade l!i (i = s, g) e seu correspondente em relação ao outro modelo são 
definidas pela equação (2.72). 
Linha de Empilhamento 




)j = Ja2- h2, (7.34) 
com 
rv(Ç,m) = ~ ( j(x- x,)2+z 2 + j(x- x.)2 +z2). (7.35) 
Para wn dado ponto m(x,z) no espaço de saída, a linha de empilhamento Tn(Ç,m) usando 
o noYo modelo de velocidade C é a conhecida dupla raiz quadrada especificada por (4.24). 
Já a IP (RM é a imagem migrada no espaço de entrada relativa a linha Tv. Portanto, 
se (RM é o refletor no espaço de entrada então T v será a correspondente curva de tempo de 
trânsito. 
Em síntese: para cada ponto sobre Tn, calculamos com o modelo de velocidade c, no 
espaço entrada, as correspondentes isócronas. A IP fica especificada como o envelope dessas 
isócronas. O resultado é dado por (7.33). Observe que para cada x variando no intervalo de 
abertura (t1,E2 ) o ponto n(Ç*,t) com~*= ~*(x) é o ponto de tangência entre as curvas Tv 
e Tv. A aplicação da condição estacionária (7.19) para a equação (7.33) permite especificar 
x• = ç•(x). O resultado é apresentado em Schleicher et al., (1997). 
7.6.2 Velocidade com Gradiente Constante 
Função Peso 
A função peso para este tipo de problema é dada por 
W(2.5D)( c• -) = R],{ x,., ,m 
X 
.jmv(x)[ã's cosifm: + lfscos a~] 
2cos2,8m[<Tpl_aFI] 
ceo7fF1 expfi.:If] 
2 eo~..,Jas + <Tg 
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(7.36) 
onde as quantidades Ut, uF e mv são dadas em (2.76), (2.38) e (5.4), respectivamente: bem 
como as correspondentes quantidades relativas ao novo modelo. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento pode ser dada por 
que é obtida implicitamente levando em conta que a expressão Tv(f' ,m) = t, com Xs 
fixos e variando-se IDJ. Este resultado deve ser calculado em 
onde 
I (--) Tn ==In BsBg g 






com as quantidades 4_ e Ut dadas por (2.68) e (2.76), respectivamente: le'\'a.Ildo-se em 
conta o novo modelo de velocidade C. Como não conhecemos a fórmula analítica para a 
isócrona para o modelo de velocidade com gradiente constante, o valor C = Ç*(x) pode 
apenas ser obtido numericamente. 
7.6.3 Vagarosidade Quadrada com Gradiente Constante 
Função Peso 
A função peso neste caso é estabelecida por 
W-(2.SD) ( c• _) _ RM x,., ,m -
X 
ceoJmn(x)c;Fl 
2Co cos2 f3m. 
exp[~][lfg cosc?m + lf5 cosa~Jff. 
[a/- a F 1]Ja5 a8 (as + ag)JCsCg 
(7.40) 
onde as quantidades ai,Ci (i= s,g), aF e mv, bem como suas correspondentes expressões 
relativas ao novo modelo são dadas pelas equações (2.79), (2.82), (2.38) e (5.4), respectiva-
mente. 
Linha de Empilhamento 
A linha de empilhamento é dada por 
(7.41) 
que é obtida implicitamente levando-se em conta que Tv(e'",m) = t, com x5 e Xg fixos e 
·variando-se m1 . Este resultado deve ser calculado em 
- -~((f.)' (f.)') (0'. + O'g) (-1- .!:.) 
Tn- 3 - + - + 6 -2(-) +"' U 5 Ug C "' '-"0 (7.42) 
onde O'i é dada pela expressão (2.79) utilizando-se o novo modelo de velocidade C. O não 
conhecimento da fórmula analítica para a isócrona referente a este meio significa que o valor 
Ç* = Ç*(x) pode ser calculado apenas numericamente. 
95 
7.6.4 Logaritmo da Velocidade com Gradiente Constante 
Função Peso 
Substituindo (2.86) em (7.23), temos 
(7.43) 
onde ai, Yi, Up e mn, bem como suas correspondentes quantidades relativas ao novo modelo 
são dadas pelas identidades (2.85), (2.87), (2.38) e (5.4), respectivamente. 
Linha de EmpiJhamento 
A linha de empilhamento para este caso pode ser dada por 
(RM(x,m) (cR(x,Ç' ,m) ~ (r(x, (Ç", 'Fv(C,m)) (7.44) 
1 TV++ ,j('T)'(V+F- ((T)2 -1)((V)~ -1) 
- ln 1--'----'-..:....:--'-~.......,~-i------'-"--'---'-1 g (1- (T)2) 
onde 
V _ cos(gll.x,) ±'-co-'-s("ég""ll."'x8"-) 
±- 2T 2T e (7.45) 
é calculada em 
(7.46) 
O ponto Ç = f" ( x) necessário ao estabelecimento da IP (RM pode ser determinado mediante 
a utilização da condição estacionária (7.19) para a equação (7.43). 
7.7 Resumo 
Este capítulo teve por finalidade o estabelecimento das soluções cascata e simples do pro-
blema de remigração para a situação em 2.5D, para um meio verticalmente não homogêneo 
e para os casos analíticos mencionados anteriormente. 
As funções pesos e linhas de empilhamentos para estas situações são estabelecidas em 
termos de fórmulas analíticas envolvendo quantidades conhecidas do modelo relativo a entra-
da e saída, que deverão facilitar a determinação da solução destes problemas de uma forma 




Esta tese trata da teoria de várias operações integrais associadas ao nome de Kircho:ff. Estas 
incluem as integrais de modelamento direto, migração: demigração e de várias transfor-
mações de imagens. Estas últimas são aqui representadas pelas integrais da transformada 
de configuração e da remigração. 
A realização destas integrais, obtida na prática através da sua implementação numérica, 
mostra-se demorada e altamente dispendiosa por causa das dimensões do problema e da 
quantidade dos dados a serem manipulados. Além disso, inúmeros raios tem de ser traçados 
cinematica e dinamicamente para a obtenção das superfícies de empilhamento e dos pesos 
em amplitude verdadeira. Diante disso, tornam-se interessantes métodos para a determi-
nação aproximativa destas quantidades que sejam mais rápidos de execução e assim menos 
dispendiosas. 
Sob certas hipóteses sobre o meio sob investigação, as fórmulas para as superfícies de 
empilhamento e os pesos de amplitude verdadeira podem ser simplificadas,. de modo que a 
sua computação seja mais rápida e eficiente. Estas podem então servir como aproximações 
para estas quantidades em meios mais realísticos. Derivamos nesta tese as correspondentes 
fórmulas para as operações integrais mencionadas acima para meios com vários graus de 
simetria. 
O primeiro passo consistiu em simplificar as fórmulas gerais, que valem para meios 3D 
coro uma distribuição de velocidade arbitrária para meios com simetria cilíndrica, i. e., meios 
cujos parâmetros não variam em na direção perpendicular à linha sísmica. Esta situação 
é conhecida na literatura geofísica como 2.5D As particularidades desta situação permitem 
que a simplificação das fórmulas seja realizada através da utilização do método da fase 
estacionária de avaliação de integrais com integrandos oscilantes. Por causa da simetria do 
meio, é possível a avaliação assintótica das integrais ao longo do ei.."'I:O perpendicular à linha 
sísmica. Para as operações da transformada de configuração e da remigração, consideramos 
o encadeamento das integrais de migração e demigração para obter a solução cascata e a 
solução compactada em 2.5D. Assim, as operações investigadas reduzem-se de integrais de 
superfície a integrais de linha ao longo da linha sísmica. Esta redução significa um enorme 
ganho econômico porque reduz a quantidade de dados a serem manipulados por ordens de 
magnitude. Além disso, necessita-se somente o traçamento dinâmico de raios em 2D dentro 
do plano v-ertical que contém a linha sísmica. ao inv-eS do traçamento 3D no caso geral. 
Uma maior redução de manipulações numéricas pode ser alcançado em meios cujos 
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parâmetros dependem somente da profundidade. Estes meios são chamados verticalmente 
não homogêneos porque não apresentam variações laterais. Nesta situação, o traçamento de 
raios é ainda mais simplificado. Necessita-se somente um traça.mento cinemático de raios em 
2D e a solução de algumas integrais de caráter semi-analítico ao longo destes raios para a 
determinação das funções peso. 
Como passo final nesta direção, estudamos quatro funções da velocidade em dependência 
da profundidade, para as quais é possíviel determinar fórmulas analíticas para as superfícies 
de empilhamento e os pesos de amplitude verdadeira das operações integrais. Estas dis-
tribuições de velocidade são a velocidade constante, a velocidade com um gradiente vertical 
constante, a vagarosidade quadrada (um sobre o quadrado da velocidade) com um gradi-
ente vertical constante e o logaritmo da velocidade com um gradiente vertical constante. 
As fórmulas analíticas determinadas permitem que as operações integrais sejam aplicadas 
diretamente aos dados sem necessidade de um traça.mento de raios prévio. Desta forma, 
otimizam-se os benefícios alcançáveis por formulações teórico-analíticas. 
Conclui-se portanto que, em casos nos quais a verdadeira distribuição da velocidade 
terrestre possa ser representado por um destes modelos mais simples, os requisitos exigidos 
para a aplicação dos processos integrais estudados (modelamento, migração, demigração, e 
transformações de imagens tipo Kirchhoff) serão menores e, assim sendo, estes processos 
poderão ser realizados de maneira mais eficiente no sentido do custo computacional e do 
tempo de processamento. 
Esta propriedade os torna atraentes para servir como solução aproximada em meios mais 
realísticos. Uma outra utilidade das fórmulas simplificadas consiste no auxílio delas na 
interpretação e validação dos resultados da implementação dos métodos em situações mais 
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O objetivo deste Apêndice consiste em comparar o sismograma (5.29) com o sismograma 
em 3D{ Tygel et ai., 1996 e Jaramillo et al.,1998). Inicialmente simplificando os termos 
integrantes de (5.30). 
Sendo assim, considere a seguinte identidade devido ao segundo teorema da dualidade 





8x,8f;; (E.xl~W .x·J (i,j ~ 1, 2), (A.2) 
Z,(x) ( éP(r{x, n) I ) {i,j ~ 1, 2), (A.3) - 8xi8xi . x= 
Zn(x) (~;~~) 
=J (i,j ~ 1, 2), (A.4) - ' J 




rn(l;) I ) {i,j ~ 1,2) {A.6) -
ae,ae, ,~. 
e 
rvn(l;, x) ~ rv(I;.Mn) (A.7) 
Entretanto, usando o desenvolvimento apresentado no Apêndice A de Tygel et al. (1996), 
segue que, 
( ( 





HvR(f.) ~ ( A~r ,~1 ) (A.9) 
De posse da identidade (A.l) e da inversibilidade das matrizes (A.8) e (A.9), concluímos que 
Mais ainda, substituindo os resultados (A.8) e (A.9) na expressão (A. lO), segue que 
(A.ll) 
Por outro lado, seja 
(i~ 1,2)· (A.12) 




2[mv(x)((I(x,n)- (R(x))]l (A.l4) 
8x18xz X=x• 
~ [~ (8rv(f.,M)) [(I(x,n)- (n(x)]l + mv(x/[(I(x,n)- Ç(x)]l ] 
8x1 8z 8x2 :r:;=o 8xz x2=o x· 
' 
Analogamente, segue que 
8"[mv(x)((1(x, n)- (R(x))]l ~O· 
8xz8x1 x=x· 
(A.l5) 
Além d.isto1 corno 
8mv(.x) [8((I(x, n) -. (R(x))ll __ 0 ax~ axl x=· para (i~ 1, 2) (A.16) 
pOIS, 
~ (8rv(I;,M)) ~o para (i~1,2) 
8z axi x=x:• 
e 
B"mv(x) I ax; [Ç,(x,n)- (n(x)] x~x· ~o para (i~ 1, 2) (A.17) 
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pOIS. 
[(J(x,n)- (n(x)Jix=· = 0-
Podemos concluir então que 
a"[mv(x)(Ç,(x,n)- (n(x))] ( )il"[(r(x,n)- (n(x)] = mv X a 2 
x=x• xi 
(A.l8) 
com (i= 1,2) e também 
iJ2[(r(x,n)- (n(x)] _1 8x~ =CIF· (A.l9) 
Portanto, a substituição dos resultados (A.l4), (A.l5), (A.l8) e (A.l9) em (A.l2). con-
cluímos que 
( 
mv(x) ("'I<J(x,n)-(R(x)l) I 
Hrs(x) = a., x=· 
o 
(A.20) 
o que significa que 
mv(x) [Z,(x)- Zn(x)] = Hrs(x)· (A.21) 
] det Hrs(x)] = m~(x) det[Z1 (x)- Zn(x)] = m~(x)u:p1 Z11 (A.22) 
e 





Substituindo (A.20) em (5.30) concluimos que esste sismograma coincide com os dados não 






neste apêndice vamos estabelecer os termos integrantes da matriz hessiana: 
HCT(~,) = (82T~~~~~:,n)) i,j = 1, 2 
Com esta finalidade, a partir da equação (6.3). obtemos 
li'rcc(~,x,n) [8Tv(~,x,z) (8(I(x,n))' + 21i'rv(~,x,z)8(I(x,n) 
ax~ az ax2 8z8x2 ax2 z;==O 
li'rv(~, x, z) 8Tv(~, x, z) li'(1 (x,n)] 
+ 8x'+8 8x'. 
2 z 2 x;=o 
utilizando a identidade (5.11), a equação (B.2) pode ser escrita como, 
li'rcc(~,x,n)l = li'rv(~,x,z)l + (8Tn(~,x,z)li'(I(x,n))l 




Entretanto, considere agora, z = (I(x,n*) com n* = n*(~, t*) no "input": isto é, a superfície 
z = (i(x,n*)(outplanat) é formada pelo conjunto dos pontos Mj{x,(I{x,n*)), tais que o 
tempo de trânsito Tn(Ç,x,(r(x,n*)) seja constante e igual a t*, melhor ainda, 
t• = rv(~,x,z = (I(x,n'))· (BA) 
E então, de maneira análoga a obtenção da identidade (B.3). temos 
o = 
li' r 
_ [li'rv(~,x,z) + 8Tv((x,z)li'(1(x,n')ll . 
âx~ âz âxª x2=o 
(B.õ) 
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Agora subtraindo a expressão (B.5) da expressão (B.3), obtemos 
&'Tcc(Ç,x,n) ~ [lh-n(Ç,x,z) (a'(r(x,n) _ a'(r(x,n•))] . (B.B) 
a~ •. " az axj a~ ·-· ~ ~-
De forma análoga, temos também 
&'Tcc(Ç,x,n) ~ [lh-n(Ç,x,z) (&'(r(x,n) _ &'(r(x,n•))] . (B.?) 
a,q . az a,q &l . ~ m~ 
bem como: após algumas manipulações algébricas, que 
&'Tcc(Ç,x,n) ~o- (B.8) 8x18x2 x=(:r:i,O) 
e 
&'Tcc(Ç,x,n) ~o- (B.9) 
8x28x1 x=(:r:j ,O) 
Mas. usando as identidades (B.6), (B.7) , (A.20) e a equação (2.37), podemos escrever, 
(B.lO) 
e 
-uf'1 _ (&'Ç1(x,n) _ &'(R(x•)) 
mn(xi) - axl a~ (B.ll) 
Subtraindo a identidade (B.lO) de (B.ll) e usando (5.11), obtemos 
a2Tcc(Ç,x,ii) ~ (" M ) (&'(1(x,n) _ &'(1(x,n")) 




Portanto, a identidade (B.l) pode ser escrita como, 
HCT( -) ( H;i,T Ü ) {,x,n = O H~l (B.l4) 
onde Hf! e Hfl são expressos pelas identidades (B.l2) e (B.l3), respectivamente. 





Neste apêndice ·vamos especificar os termos integrantes da matriz hessiana, 
H(RM) ~ (&'[mv(x)((cR(x, t', M)- (R(x))]) 
aç,aç; (C.l) 
Considere a superíficie de Huygens t ~ Tv(f.,M) para Ü ~ M(x,z) no ("output"). Para 
cada n(Ç, rv(f., M)) sobre t ~ Tv(f., M), construúnos a isócrona (r(x,n) ~ (r(x, f,, Tv(f., M)) 
no espaço ""input", o que significa que o conjunto de todas estas isócronas que são construídas 
para todos os pontos n sobre t = TD(Ç, 1\1) definem então no espaço "input" superfície 
z ~ (cR(x,f,, M) com n ~ n(Ç, rv). 
Portanto, para cada x fixo e para qualquer~ escrevemos, 
rv(f., x, (cR(x,f,, M)) = Tv(f., Ü)· 
Derivando (C.2) em relação a ~2 , obtemos 
Drv(f,,x,z) Drv(f.,x,z)&(cR(x,~,M) &Tv(f.,M) 
-''-'a~ç:-, "---.!.. + &z aç, = &ç, · 
(C.2) 
(C.3) 
Agora, derivando mais uma vez esta expressão em relação a Ç2 , avaliando o resultado no 
ponto estacionário ç;' = O, obtemos. 
&'rv(f.; M) I = 
&1;, <;~ 
&'rv(f.,x, z) I 
8Ç~ {2=0 
+ (8rv(l;,x,z)i1'(cR(x,~,M)) . 
&z &f,~ <;~ (C.4) 
pms, 




Desta forma então, a expressão (C.4), pode ser escrita como. 
82(cn(x,Ç, M) 1 (D'7n(Ç, M) 
DÇ~ <;~- mn((6, 0), M) Df, <;~o 
Mas, usando o resultado (2.37), obtemos, 
D'[mn(x)((cR(x,Ç, M)- (R(x))] 
DÇj 
mn(x) r--1 -1] 
mn((!;,, 0), M) li F -li F 
e analogamente: 













Além disso, derivando a expressão ( C.2) em relação 6 depois em relação Ç2 e avaliando em 
é,"' = ( ç;, O), podemos concluir também que 
D'mn(x)((cR(x,Ç, M)- (R(x)) 
aç,aç; =O para (i= j)· 
Finalmente, substituindo (C.7), (C.8) e (C.9) na identidade (C.l), obtemos 
com 
e 






As expressões ( C.ll )e ( C.l2) são as identidades que deverão ser utilizadas na simplificação 
dos termos integrantes da função peso (7.23). 
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